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Sammanfattning
Denna rapport a¨r ett examensarbete p˚a kandidatniv˚a. Vi bo¨rjar med att introducera
de no¨dva¨ndiga algebraiska koncepten som beho¨vs. Da¨refter introducerar vi projektiva
plan och g˚ar igenom de grundla¨ggande egenskaperna fo¨r dessa. Vi fortsa¨tter med att
definiera och underso¨ka kollineationer, fo¨r att sedan konstruera projektiva plan o¨ver
kroppar. Vi ger exempel p˚a ett Galoisplan av ordning tre och minikvarternionplanet
⌦. Da¨refter behandlas koordinatisering av projektiva plan. Vi introducerar den plana¨ra
terna¨ra ringen och underso¨ker dess algebraiska egenskaper. Detta go¨r att vi avslutnings-
vis kan bevisa den fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiva geometri.
Abstract
This paper is a bachelor thesis in mathematics. We begin by introducing the neces-
sary algebraic concepts. We then introduce projective planes and explore some of their
fundamental properties. This is followed by an introduction and discussion regarding
kollineations of projective planes. We then give examples of Galoisplanes of order 3 and
the miniquaternion plane ⌦. We give a method for coordinatization of projective planes
and introduce planar ternary rings and explore their algebraic properties. This then
leads us to the proof of the fundamental theorem of finite projective geometry.
Fo¨rord
Detta a¨r ett kandidatarbete i matematik vid Go¨teborgs universitet gjort av Bogdan Dobondi
och Malin Nilsson. Arbetet riktar sig fra¨mst mot elever med liknande studiebakgrund som
fo¨rfattarna.
Syfte
Detta arbete ger grundla¨ggande fo¨rst˚aelse fo¨r vad a¨ndliga projektiva plan a¨r och fo¨r sam-
banden som finns, samt verkar finnas, mellan existensen av planen och deras ordning. Det
introduceras vissa algebraiska koncept, begreppet projektiva plan samt a¨ndliga s˚adana.
Eftersom de a¨ndliga projektiva planen endast verkar existera d˚a ordningen av dem a¨r
en primtalspotens, a¨r detta n˚agot som underso¨ks i rapporten. Vi redogo¨r fo¨r de satser
inom omr˚adet som a¨r bevisade samt underso¨ker och presenterar ett viktigt resultat ro¨rande
sambandet mellan den geometriska och den algebraiska strukturen av projektiva plan, den
s˚a kallade ”Fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri”.
Avgra¨nsningar
D˚a v˚art fokus ligger p˚a de a¨ndliga planen, har vi inte haft mo¨jlighet att behandla alla
aspekter av projektiva plan. Exempelvis ga¨ller satserna 5.1 och 5.2 i konstruktionsdelen
a¨ven om man generaliserar ordet ”kropp” till ”skevkropp”. D˚a den linja¨ra algebran som
vi tidigare studerat bygger p˚a att vi behandlar kroppar, och inte skevkroppar, har vi valt
att begra¨nsa oss till kroppar i dessa satser. A¨r la¨saren intresserad av teorin som bygger p˚a
skevkroppar s˚a ha¨nvisar vi till ka¨llorna [AS] och [LMB].
De algebraiska begreppen introduceras huvudsakligen fo¨r att mo¨jliggo¨ra konstruktion
och underso¨kning av de a¨ndliga projektiva planen, och vi bero¨r allts˚a endast de koncept och
satser som a¨r relevanta fo¨r v˚ara fortsatta studier av projektiva plan. Satserna i delkapitlet
”Algebraiska resultat” a¨r mycket viktiga fo¨r detta arbete, men la¨mnas obevisade d˚a bevisen
kra¨ver en omfattande genomg˚ang av andra algebraiska satser och begrepp (till exempel split-
tringskroppar). D˚a syftet med v˚art arbete inte a¨r algebra, utan projektiv geometri, har vi
valt att inte redogo¨ra fo¨r bevisen, utan bara a˚terge satserna.
Metod och genomfo¨rande
Denna rapport har gjorts med hja¨lp av mycket litteraturstudier. Vi har a˚tergett mycket av
teorin som vi la¨st, men en stor del av v˚art arbete har a¨ven legat i att fylla ut och skriva
fullsta¨ndiga bevis till satser, d˚a det i litteraturen ofta har utela¨mnats ma˚nga detaljer eller
sto¨rre delar av beviset. Ma˚nga bevis har a¨ven utela¨mnats helt i litteraturen (ofta la¨mnade
som o¨vningar a˚t la¨sarna), varfo¨r en hel del bevis a¨r gjorda av oss fr˚an grunden. Ma˚nga av
de exemplen vi har med a¨r ocks˚a s˚adana som vi har kommit p˚a sja¨lva, d˚a bo¨ckerna som vi
la¨st ofta inte har med s˚a mycket fo¨rklarande exempel. Vi tycker sja¨lva att det a¨r en stor
fo¨rdel med exempel fo¨r fo¨rst˚aelsens skull och har da¨rfo¨r valt att ta med mycket fo¨rklarande
exempel och bilder i rapporten.
Som la¨saren kommer att ma¨rka har vi a¨ven en del bilder i bevisen. Detta har vi valt p˚a
grund av att vi sja¨lva, na¨r vi studerade bevisen, tyckte att de var mycket komplicerade och
sv˚ara att ha¨nga med i om man inte ritade upp bilder och kunde visualisera vad som ha¨nde.
I en del bevis beho¨ver man h˚alla reda p˚a ma˚nga olika punkter och linjer p˚a samma g˚ang,
vilket blir va¨ldigt sv˚art om man inte har en bild framfo¨r sig.
Disposition
D˚a studierna av projektiva plan bygger p˚a en del algebra, har vi valt att i bo¨rjan av rapporten
ha ett kapitel som ger la¨saren den algebraiska bakgrunden. Detta kapitel p˚aminner dels
la¨saren om grundla¨ggande koncept och dels introduceras vissa algebraiska definitioner och
satser som kanske kan vara nya fo¨r la¨saren. I kapitel 3 introducerar vi sedan de projektiva
planen samt g˚ar igenom grundla¨ggande teori kring dem. I kapitel 4 - 6 g˚ar vi igenom djupare
teori och framfo¨r olika resultat som bland annat bero¨r projektiva plans egenskaper, existensen
av dem och hur man kan konstruera dem, samt avslutar med den fundamentala satsen fo¨r
a¨ndlig projektiv geometri.
Fo¨rfattarnas ansvarsomr˚aden
Bogdan har haft huvudansvaret fo¨r delkapitlen ”Grupper, ringar och kroppar”, ”A na plan”,
”Incidensmatriser” samt kapitlen ”Inledning” och ”Koordinatisering av projektiva plan”.
Malin har haft huvudansvaret fo¨r delkapitlen ”Algebraiska resultat” och ”Minikvaternionsys-
temet” samt kapitlena ”Projektiva plan” , ”Kollineationer” och ”Konstruktion av projektiva
plan”.
Det har fo¨rts en dagbok samt en tidslogg fo¨r var och en av de medverkande, vari de
enskilda prestationerna redogjorts fo¨r.
Avslutningsvis vill vi passa p˚a att tacka v˚ar handledare Jan Stevens. Vi uppskattar
enormt mycket de fria tyglarna vi fick i bo¨rjan, men ocks˚a det faktum att Jan har varit
tillga¨nglig fo¨r fr˚agor varje g˚ang vi beho¨vt det. Vi vill a¨ven tacka v˚ar opponeringsgrupp,
speciellt Jenny Arkevall fo¨r hennes detaljerade och mycket uppskattade a˚terkoppling.
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1 Inledning
Detta arbete handlar om projektiv geometri. Matematikens utveckling har haft en stor be-
tydelse fo¨r vetenskapens utveckling, som i sin tur ligger till grund fo¨r det vi idag tar fo¨r
givet. En av matematikens sto¨ttepelare och en av de a¨ldsta disciplinen inom matematiken a¨r
geometrin. Som med mycket av den grundla¨ggande matematiken bo¨rjar vi v˚ar resa i antikens
Grekland.
1.1 Euklides och linjerna i sanden
Na¨r man na¨mner ordet geometri s˚a ta¨nker troligtvis de allra flesta av oss p˚a trianglar,
fyrho¨rningar och cirklar. Dessa objekt var studiefo¨rema˚l fo¨r matematiker och vetenskapsma¨n
i antikens Grekland. Det a¨r inte sv˚art att fo¨resta¨lla sig hur man i antikens Grekland stude-
rade geometri genom att rita i sanden. Denna n˚agot romantiska insta¨llning till matematiker
i antikens Grekland bara fo¨rsta¨rker deras bedrifter.
De allra flesta av oss studerar de vanligaste geometriska objekten innan vi kommer till
universitetet. Ra¨tvinkliga trianglar a¨r som bekant centrala inom trigonometrin som la¨rs ut
p˚a gymnasiet. Den grekiske matematikern Euklides postulerade i boken Elementa fem axiom
med vilkas hja¨lp han och andra kunde bevisa olika geometriska samband. Vi p˚aminner la¨saren
om dessa:
(i) Mellan tv˚a punkter kan man alltid dra en ra¨t linje.
(ii) Varje begra¨nsad ra¨t linje kan fo¨rla¨ngas obegra¨nsat.
(iii) Runt varje punkt kan man beskriva en cirkel med given radie.
(iv) Alla ra¨ta vinklar a¨r lika med varandra.
(v) Na¨r en ra¨t linje ska¨r tv˚a ra¨ta linjer, och de b˚ada inre vinklarna p˚a samma sida om den
ska¨rande ra¨ta linjen a¨r mindre a¨n tv˚a ra¨ta vinklar, s˚a kommer de b˚ada ra¨ta linjerna,
om de fo¨rla¨ngs obegra¨nsat, att ska¨ra varandra p˚a den sida om den ska¨rande ra¨ta linjen
som de tv˚a inre vinklarna ligger.
Det femte postulatet a¨r a¨ven ka¨nt som parallellpostulatet och matematiker trodde la¨nge
att detta var o¨verflo¨digt. Men, som vi ska se, a¨r parallellpostulatet det som projicerar oss
in i den icke-euklidiska geometrin. Andra bero¨mda, och fo¨r den ma¨nskliga civilisationens
utveckling viktiga, resultat fr˚an antikens Grekland a¨r bland andra Pythagoras sats. Denna
sats betydelse fo¨r matematikens och den ma¨nskliga civilisationens utveckling g˚ar inte att
underskatta. [JS]
1.2 Icke-euklidisk geometri
Av Euklides postulat s˚a har parallellpostulatet genom tiderna varit det kontroversiella. Mate-
matiker har genom tiderna fo¨rso¨kt att bevisa att detta postulat a¨r o¨verflo¨digt och misslyckats.
Men tiden efter medeltiden innebar en p˚anyttfo¨delse fo¨r konsten och vetenskapen. Det a¨r fo¨ga
fo¨rv˚anande att a¨ven matematiken och, med den, geometrin kom att utvecklas under denna
period. En djupare diskussion om detta och andra vetenskapsfilosofiska fr˚agor kan hittas i
artikeln skriven av professor Olle Ha¨ggstro¨m [OH].
I bo¨rjan av 1800-talet bo¨rjade Gauss att underso¨ka konsekvenserna som en a¨ndring av
parallellpostulatet skulle kunna medfo¨ra. Han var dock inte ensam. Det var just under denna
period som matematiker uppta¨ckte att parallellpostulatet, om det a¨ndras, ger upphov till det
vi idag kallar fo¨r hyperbolisk geometri. En mer utto¨mmande historik om hur icke-euklidisk
geometri utvecklades ges i [IE]. A¨ven den s˚a kallade projektiva geometrin bo¨rjade utvecklas
vidare.
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1.3 Projektiv geometri
Inom den projektiva geometrin studerar vi hur olika objekt uppfattas fr˚an olika perspektiv.
Framfo¨rallt a¨r vi intresserade av vilka egenskaper till ett geometriskt objekt som fo¨rblir
detsamma oavsett perspektiv. Men vad menar vi med ordet projektiv? I en artikel publicerad
p˚a Rutgers University’s internetsida ger Alexis Conrad ett bra exempel. Om vi betraktar ett
schackbra¨de uppifr˚an s˚a kommer vi att observera att alla linjer p˚a bra¨det a¨r parallella. Om
vi nu vrider schackbra¨det och betraktar det fr˚an en vinkel s˚a kommer det att se annorlunda
ut. De parallella linjerna a¨r inte la¨ngre parallella. Betraktat ur ett geometriskt perspektiv
sa¨ger vi att schackbra¨det a¨r projicerat p˚a ett annat bra¨de. [AC]
Den tidigaste projektiva geometrin anses vara uppta¨ckt av Pappus av Alexandria (290-
350). Den franska matematikern Ge´rard Desargues (1591-1661) lade grunden till den moderna
projektiva geometrin genom sina uppta¨ckter ang˚aende projektiva plan. Fasta¨n Desargues
ra¨knas som den projektiva geometrins fader dro¨jde det ett sekel innan andra matematiker
kom att fo¨rst˚a vidden av Desargues uppta¨ckter. [AC]
Ett projektivt plan erh˚alls genom att man l˚ater alla parallella linjer korsa varandra i en
oa¨ndligt avla¨gsen punkt. I det vanliga euklidiska planet ha¨mtar man koordinater fr˚an R. Om
denna ide´ generaliseras s˚a kan man ha¨mta koordinater fr˚an en godtycklig ring R. Om R d˚a
skulle vara en kropp s˚a kallas det projektiva planet fo¨r ett kroppsplan. Skulle R vara en
a¨ndlig kropp kallas (det a¨ndliga) planet fo¨r ett Galoisplan och det a¨r dessa som a¨r centrala
fo¨r detta arbete. Det visar sig na¨mligen att Galoisplan a¨r na¨ra fo¨rknippade med projektiva
plan som uppfyller vissa geometriska egenskaper beskrivna av Desargues.
1.4 Modern projektiv geometri
En av de sto¨rsta fr˚agorna inom projektiv geometri har varit, och a¨r fortfarande, existensen
av a¨ndliga projektiva plan. Ett a¨ndligt projektivt plan a¨r ett projektivt plan som har a¨ndligt
ma˚nga linjer och punkter. Detta n˚agot ointuitiva begrepp kommer underso¨kas och fo¨rklaras
i detta arbete. Som vi kommer att se s˚a ga¨ller det att om n a¨r en primtalspotens s˚a existerar
det ett a¨ndligt projektivt plan fo¨r alla n. Men vad ga¨ller d˚a na¨r n inte a¨r en primtalspotens?
Ett resultat a¨r Bruck-Rysers sats:
Sats 1.1 (Bruck-Rysers sats). Om n ⌘ 1(mod 4) eller om n ⌘ 2(mod 4) s˚a kan det bara
existera ett a¨ndligt projektivt plan om n a¨r en summa av tv˚a kvadrater.
Beviset a¨r ta¨mligen tekniskt och kan studeras i detalj i [HP]. Det minsta fallet som ej ta¨cks
upp av Bruck-Ryser a¨r d˚a n = 10. Det var la¨nge en o¨ppen fr˚aga som till slut avgjordes 1989
efter flera a˚r av bera¨kningar med hja¨lp av datorer. En av de som var med och genomfo¨rde
denna bera¨kning var Clement Lam. Det visades att det inte existerar a¨ndliga projektiva plan
av ordning 10. [LAM]
Lam hade jobbat la¨nge med detta projekt och om man la¨ser hans redogo¨relse inser man
att problemets lo¨sning va¨xte fram i takt med att datorerna blev alltmer kraftfulla under
1980-talet. Lam sja¨lv uppskattar att det kra¨vdes upp mot 3000 timmar av databera¨kningar
fo¨r att lo¨sa problemet. Det finns ett samband mellan projektiva plan och s˚a kallade latinska
kvadrater, och det var med hja¨lp av detta samband som Lam et al. kunde lo¨sa problemet.
Det var en kombinatorisk lo¨sning p˚a ett geometriskt problem. [LAM]
Den nutida forskningen inom projektiv geometri behandlar projektiv geometri i ho¨gre
dimensioner och projektiva plan med varierande grad av struktur. Den moderna projektiva
geometrin stra¨cker sig till andra matematiska discipliner s˚asom algebra, kombinatorik och
topologi. Projektiv geometri a¨r ett dynamiskt omr˚ade och v˚art arbete behandlar de mest
va¨lstrukturerade projektiva planen. Men detta a¨r bara toppen p˚a ett fascinerande och kom-
plext isberg.
I detta arbete ska vi da¨rfo¨r introducera Desargues uppta¨ckter och bevisa ett mycket
viktigt och fascinerande samband mellan a¨ndliga kroppar och den geometriska egenskapen
uppkallat efter Desargues. Detta samband kallas fo¨r fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv
geometri.
Sats 1.2 (Fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri). L˚at P vara ett a¨ndligt pro-
jektivt plan. D˚a a¨r P desargiskt om och endast om det a¨r ett kroppsplan.
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2 Algebraisk bakgrund
Vi a¨mnar att i detta kapitel p˚aminna la¨saren om n˚agra av de algebraiska begrepp och struk-
turer som kommer att anva¨ndas i detta arbete. Vi har valt att inte ta med alltfo¨r mycket
exempel i detta kapitel p˚a grund av att det mestadels ska vara repetition fo¨r la¨saren.
D˚a studierna av projektiva plan a¨r na¨ra sammankopplade med grupper och kroppar a¨r
detta n˚agra begrepp som vi ha¨r beho¨ver definiera. N˚agra viktiga satser a¨r delgruppskriteriet
samt satser som behandlar a¨ndliga kroppar, varfo¨r vi redogo¨r fo¨r dessa ha¨r. Det finns a¨ven
ett par satser som a¨r mycket viktiga fo¨r v˚ara studier av projektiva plan, men vars bevis a¨r
alltfo¨r omfattande fo¨r att redogo¨ras fo¨r ha¨r. Dessa a¨r s˚aledes samlade under delkapitel 2.2.
Delkapitel 2.3 inneh˚aller teori om minikvaternioner, vilka vi beho¨ver fo¨r att senare konstruera
speciella projektiva plan.
Kapitlet baseras fra¨mst p˚a [JD], fo¨rutom sista delkapitlet som baseras p˚a [RK].
2.1 Grupper, ringar och kroppar
Definition 2.1. En bina¨r operation ⇤ p˚a en ma¨ngd A a¨r en regel som till varje ordnat par
(x, y) 2 A⇥A ordnar ett element i A, det vill sa¨ga att A⇥A 3 (x, y) 7! z 2 A.
Definition 2.2 (Grupp). En ma¨ngd G tillsammans med en bina¨r operation, (G, ⇤), sa¨gs
vara en grupp om det tillfredssta¨ller fo¨ljande egenskaper:
(a) slutenhet under operationen ⇤, det vill sa¨ga att fo¨r alla a, b 2 G ga¨ller att a ⇤ b 2 G,
(b) associativitet, det vill sa¨ga att fo¨r alla a, b, c 2 G ga¨ller att a ⇤ (b ⇤ c) = (a ⇤ b) ⇤ c,
(c) existens av neutralt element, det vill sa¨ga att det finns ett element e 2 G s˚adant att
e ⇤ g = g ⇤ e = a, fo¨r alla g 2 G,
(d) existens av inversa element, det vill sa¨ga att fo¨r alla g 2 G s˚a finns det ett element
g 1 2 G s˚adant att g ⇤ g 1 = g 1 ⇤ g = e.
En delma¨ngd H ⇢ G sa¨gs vara en delgrupp till G om (H, ⇤) i sig uppfyller villkoren fo¨r att
vara en grupp.
Lemma 2.3. L˚at G vara en grupp under operationen ⇤.
(i) Identitetselementet i G a¨r unikt.
(ii) Inversen till ett element g a¨r unikt fo¨r alla g 2 G.
Bevis. (i) Antag att e och f a¨r tv˚a neutrala element i G. D˚a e a¨r neutralt ga¨ller att e⇤g = g
fo¨r alla g 2 G. Speciellt ga¨ller d˚a att e ⇤ f = f fo¨r elementet f 2 G. D˚a f a¨r neutralt
ga¨ller att g ⇤ f = g fo¨r alla g 2 G. Speciellt ga¨ller d˚a att e ⇤ f = e fo¨r elementet e 2 G.
Vi f˚ar d˚a att f = e ⇤ f = e.
(ii) Antag att e a¨r det neutrala elementet i G och att g 1 och g0 a¨r tv˚a inverser till g 2 G.
Vi f˚ar d˚a g 1 = g 1 ⇤ e = g 1 ⇤ (g ⇤ g0) = (g 1 ⇤ g) ⇤ g0 = e ⇤ g0 = g0 och vi ser att vi
s˚aledes f˚att g 1 = g0.
Lemma 2.4. L˚at G vara en grupp under operationen ⇤ och H vara en delgrupp till G.
(i) Om e a¨r det neutrala elementet i G och f a¨r det neutrala elementet i H s˚a a¨r e = f .
(ii) Om h 2 H, h 1 a¨r inversen till h i H och h0 a¨r inversen till h i H, s˚a a¨r h 1 = h0.
Bevis. (i) D˚a f a¨r det neutrala elementet i H ga¨ller att f ⇤ f = f . L˚at f 1 beteckna det
inversa elementet till f i G. V˚a f˚ar d˚a
f 1 ⇤ (f ⇤ f) = f 1 ⇤ f ,
(f 1 ⇤ f) ⇤ f = e ,
e ⇤ f = e ,
f = e.
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(ii) Vi har att h0⇤h = h⇤h0 = f d˚a f a¨r neutral iH. Men d˚a f = e har vi att h0⇤h = h⇤h0 = e
i H. Lemma 2.3 implicerar dock att h 1 a¨r en unik invers till h i G, vilket medfo¨r att
h0 = h 1.
Med dessa lemman i baggaget a¨r vi nu redo fo¨r att formulera delgruppskriteriet.
Sats 2.5 (Delgruppskriteriet). L˚at G vara en grupp under operationen ⇤. En delma¨ngd
H ⇢ G a¨r en delgrupp till G om och endast om
(i) H 6= ;,
(ii) H a¨r sluten under ⇤, och
(iii) H a¨r sluten under inversbildning.
Bevis. Vi bo¨rjar med att visa att att en delgrupp ma˚ste uppfylla villkoren i delgruppskriteriet.
L˚at H vara en delgrupp till G. Vi har d˚a enligt axiom (c) ur definitionen av grupper att H
inneh˚aller ett neutralt element. Allts˚a a¨r H icke-tom. Vi har enligt axiom (a) att H a¨r sluten
under ⇤ och enligt axiom (d) att H a¨r sluten under inversbildning.
Vi ma˚ste nu visa att en delma¨ngd till G som uppfyller kriterierna (i), (ii) och (iii) a¨r en
delgrupp. Antag att H a¨r en s˚adan delma¨ngd. Enligt (i) har vi ett element h 2 H. Enligt
(iii) finns a¨ven inversen h 1 i H, och s˚aledes enligt (ii) har vi att h ⇤ h 1 = e 2 H, da¨r
e betecknar det neutrala elementet. Vi har allts˚a att axiom (c) a¨r uppfyllt. Axiom (a) f˚as
direkt fr˚an att H uppfyller (ii) och axiom (d) f˚as direkt fr˚an att (iii) a¨r uppfyllt. H a¨rver
a¨ven associativiteten (axiom (b)) direkt fr˚an G. Da¨rmed a¨r H en delgrupp och beviset a¨r
s˚aledes klart.
Definition 2.6. En grupp (G, ⇤) vars operation a¨r kommutativ sa¨gs vara en abelsk grupp.
D˚a vi nu vet vad en abelsk grupp a¨r kan vi definiera begreppet ring, fo¨r att s˚a sma˚ningom
kunna definiera vad en kropp a¨r.
Definition 2.7 (Ring). En ma¨ngd R med tv˚a stycken bina¨ra operationer
(a, b) 7! a+ b (addition)
(a, b) 7! ab (multiplikation)
sa¨gs vara en ring om
• (R,+) a¨r en abelsk grupp,
• multiplikationen a¨r associativ, det vill sa¨ga att fo¨r alla a, b, c 2 R s˚a ga¨ller att a(bc) =
(ab)c, och
• multiplikationen a¨r distributiv o¨ver additionen, det vill sa¨ga att fo¨r alla a, b, c 2 R s˚a
ga¨ller att a(b+ c) = ab+ ac och (b+ c)a = ba+ ca.
Definition 2.8. L˚at (R,+, ·) vara en ring.
• R sa¨gs vara en kommutativ ring om multiplikationen a¨r kommutativ.
• R sa¨gs ha en etta om det finns ett multiplikativt neutralt element 1 s˚adant att fo¨r alla
a 2 R s˚a ga¨ller att 1a = a1 = a.
Definition 2.9. L˚at (R,+, ·) vara en ring. R sa¨gs sakna nolldelare om det fo¨r alla a, b 2 R
ga¨ller att ab = 0 implicerar att a = 0 eller b = 0.
Egenskapen att sakna nolldelare inneba¨r s˚aledes att om en produkt av tv˚a element i en
ring a¨r noll, s˚a ma˚ste minst ett av elementen vara noll. Detta a¨r en viktig egenskap fo¨r
konstruktionen av en algebraisk kropp, vilket a¨r ma˚let med denna diskussion. Vissa ringar
har n˚agra viktiga egenskaper.
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Definition 2.10. En ring R som a¨r kommutativ, saknar nolldelare och har en nollskild etta
sa¨gs vara ett integritetsomr˚ade.
Anm. Med uttrycket nollskild etta menas att det neutrala elementet fo¨r multiplikation inte
a¨r lika med det neutrala elementet fo¨r addition, det vill sa¨ga att 1 6= 0.
Vi har nu allt som beho¨vs fo¨r att kunna definiera den ring som har mest struktur, eller
regelbundenhet, av alla.
Definition 2.11 (Kropp). En kommutativ ring R da¨r (R \ {0}, ·) bildar en grupp sa¨gs vara
en kropp.
Fo¨ljande inklusion
kropp ⇢ integritetsomr˚ade ⇢ kommutativ ring ⇢ ring
illustrerar graden av struktur hos en ring. Kroppen a¨r den allts˚a den mest strukturerade
ringen, n˚agot som inneba¨r att man i en kropp kan utfo¨ra de fyra aritmetiska operationerna
+, , ·,÷. Vi har till exempel att (R,+, ·) a¨r en kropp medan (Z4, , ) inte a¨r en kropp.
Definition 2.12 (Skevkropp). En ring R, da¨r (R \ {0}, ·) bildar en grupp sa¨gs vara en
skevkropp.
Vi har allts˚a att en kropp a¨r en kommutativ skevkropp.
Ett till verktyg som vi beho¨ver fo¨r v˚ara fortsatta studier av projektiva plan a¨r det som
behandlar sidoklasser och partitioner.
Definition 2.13 (Partition). En ma¨ngd P av icke-tomma delma¨ngder till en annan ma¨ngd
M sa¨gs bilda en partition om
(i)
S
i
Pi =M , da¨r Pi betecknar elementen i P , och
(ii) Pi \ Pj = ; om och endast om Pi 6= Pj fo¨r alla par av element Pi, Pj 2 P .
Definition 2.14 (Ekvivalensklass). L˚at ⇠ vara en ekvivalensrelation p˚a en ma¨ngd M och
l˚at [m] = [x 2 S;x ⇠ m]. [a] sa¨gs d˚a vara ekvivalensklassen till ⇠ fo¨r elementet m.
Sats 2.15. Ekvivalensklasserna [m] till en ekvivalensrelation ⇠ p˚a en ma¨ngd M bildar en
partition av M .
Bevis. Vi beho¨ver fo¨rst visa attM =
S
m2M
[m]. D˚a vi har att ⇠ a¨r reflexiv, ga¨ller att m 2 [m].
S˚aledes a¨r detta uppfyllt.
Vi beho¨ver a¨ven visa att Pi \ Pj = ; om och endast om Pi 6= Pj . Antag att Pi \ Pj 6= ;.
D˚a finns det ett element m 2 M s˚adant att m 2 Pi och m 2 Pj . L˚at Pi = [a] och Pj = [b].
Vi har d˚a att m ⇠ a och m ⇠ b. D˚a ⇠ a¨r symmetrisk och transitiv leder detta till att a ⇠ b.
Tag nu ett godtyckligt element x 2 [a]. Vi har d˚a att x ⇠ b och b ⇠ d, vilket leder till att
x ⇠ d d˚a ⇠ a¨r transitiv. S˚aledes har vi att [a] ⇢ [b]. P˚a samma sa¨tt f˚as att [b] ⇢ [a]. Allts˚a
ga¨ller att [a] = [b]. Da¨rmed utgo¨r ekvivalensklasserna en partition.
Sats 2.16. L˚at H vara en delgrupp till en grupp G och l˚at relationen ⇠ ges av a ⇠ b om och
endast om ab 1 2 H. D˚a utgo¨r ⇠ en ekvivalensklass.
Bevis. Tag ett element a 2 G. D˚a ga¨ller att aa 1 = e 2 H. Allts˚a a¨r ⇠ reflexiv. Antag att
a ⇠ b. D˚a har vi att ab 1 2 H och d˚a H a¨r en delgrupp ma˚ste det ga¨lla att (ab 1) 1 =
ba 1 2 H och s˚aledes ga¨ller att b ⇠ a. Allts˚a a¨r ⇠ symmetrisk.
Antag nu att a ⇠ b och b ⇠ c. D˚a har vi att ab 1, bc 1 2 H, och d˚a H a¨r en delgrupp a¨r
den sluten under operationen och s˚aledes f˚ar vi att ab 1bc 1 = ac 1 2 H och da¨rmed ga¨ller
att a ⇠ c. Vi har d˚a a¨ven att ⇠ a¨r transitiv och da¨rmed a¨r beviset klart.
Definition 2.17 (Sidoklass). Ekvivalensklasserna till ekvivalensrelationen ⇠ definierad i sats
2.16 kallar vi fo¨r sidoklasser.
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2.2 Algebraiska resultat
Kommande satser a¨r mycket viktiga fo¨r studier av projektiva plan. Deras bevis kra¨ver dock
en omfattande algebraisk bakgrund, vilket vi, som vi na¨mnde i inledningen, inte ska redogo¨ra
fo¨r ha¨r. Da¨rfo¨r stipuleras ha¨r satserna utan bevis.
Sats 2.18. Det existerar en kropp av ordning n om och endast om n = pm, da¨r p a¨r ett
primtal och m a¨r ett positivt heltal.
Definition 2.19. Kroppen av primtalspotensordningen pn kallas fo¨r en Galoiskropp av ord-
ning pn och betecknas med GF (pn).
Sats 2.20. I Galoiskroppen GF (pn) ga¨ller att (a+ b)p = ap + bp fo¨r alla a, b 2 GF (pn).
Sats 2.21 (Wedderburns lilla sats). Varje a¨ndlig skevkropp a¨r en kropp.
2.3 Minikvaternionsystemet
Definition 2.22 (Na¨rkropp). En a¨ndlig ma¨ngd N tillsammans med operationerna addition
och multiplikation, sa¨gs vara en a¨ndlig na¨rkropp om
• (N,+) bildar en abelsk grupp med det neutrala elementet 0,
• (N \ {0}, ·) bildar en grupp med det neutrala elementet 1,
• multiplikationen a¨r ho¨gerdistributiv o¨ver additionen, det vill sa¨ga att (a+ b)c = ac+ bc
fo¨r alla a, b, c 2 N
• n · 0 = 0 fo¨r alla n 2 N .
En a¨ndlig na¨rkropp a¨r allts˚a ”na¨stan en kropp”. Skillnaden a¨r att multiplikationen inte
beho¨ver vara va¨nsterdistributiv o¨ver additionen, och, som fo¨r skevkroppar, att multiplikatio-
nen inte beho¨ver vara kommutativ. Om en a¨ndlig na¨rkropp a¨ven skulle vara va¨nsterdistributiv,
skulle den vara en skevkropp och enligt Wedderburns lilla sats skulle den s˚aledes a¨ven vara
en kropp.
V˚art ma˚l med detta delkapitel blir nu att konstruera en na¨rkropp av ordning 9 som inte
a¨r en kropp; det s˚a kallade minikvaternionsystemet. Vi bo¨rjar dock med att konstruera en
kropp av ordning 9.
L˚atM vara en ma¨ngd med de nio elementena i Z3⇥Z3, da¨r Z3 = { 1, 0, 1}. Vi bena¨mner
elementen som fo¨ljande:
0 = (0, 0),
1 = (1, 0),  1 = ( 1, 0),
↵ = (1, 1),  ↵ = ( 1, 1),
  = (0, 1),    = (0, 1),
  = ( 1, 1),    = (1, 1).
Vi definierar nu + enligt (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), da¨r additionen i Z3 ges av:
+ 0 1  1
0 0 1  1
1 1  1 0
 1  1 0 1
Tabell 1
Denna definition av + genererar fo¨ljande Cayley-tabell fo¨r (M,+):
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+ 0 1  1 ↵  ↵          
0 0 1  1 ↵  ↵          
1 1  1 0      ↵       ↵
 1  1 0 1         ↵ ↵   
↵ ↵      ↵ 0    1     1
 ↵  ↵       0 ↵  1   1  
    ↵       1    0  ↵ 1
          ↵ 1   0    1 ↵
      ↵    1  ↵  1    0
       ↵     1   1 ↵ 0  
Tabell 2
Vi ser direkt attM a¨r sluten under addition, att 0 a¨r det neutrala elementet, att varje element
har en unik invers och att additionen a¨r kommutativ. Associativiteten a¨rvs fr˚an Z3. S˚aledes
bildar (M,+) en abelsk grupp.
Vi l˚ater multiplikationen · p˚a M besta¨mmas av
(a, b) · (c, d) = (ac  bd, ad+ cb)
da¨r a, b, c, d 2 Z3. Vi ska nu se att (M \ {0}, ·) a¨r en grupp. Identitetselementet a¨r (1, 0) = 1,
d˚a
(1, 0) · (c, d) = (1 · c  0 · d, 1 · d+ 0 · c) = (c, d), och
(c, d) · (1, 0) = (c · 1  d · 0, c · 0 + d · 1) = (c, d).
Fo¨r ett godtyckligt element (a, b) 2 M \ {0} har vi att dess invers ges av ( aa2+b2 , ba2+b2 ). Vi
har vidare att · a¨r associativ d˚a
(a, b) · ((c, d) · (e, f)) = (a, b) · (ce  df, cf + de) =
= (a(ce  df)  b(cf + de), a(cf + de) + b(ce  df)) =
= (ace  adf   bcf   bde, acf + ade+ bce  bdf) =
= (ac  bd, ad+ bc) · (e, f) =
= ((a, b) · (c, d)) · (e, f),
fo¨r alla a, b, c, d, e, f 2 Z3. S˚aledes a¨r (M \ {0}, ·) en grupp.
Multiplikationen a¨r kommutativ d˚a (c, d) · (a, b) = (ca  db, cb+ da) = (ac  bd, cb+ ad).
Vi har a¨ven att multiplikationen a¨r ho¨gerdistributiv o¨ver additionen d˚a
((a, b) + (c, d)) · (e, f) = (a+ c, b+ d) · (e, f) =
= ((a+ c)e  (b+ d)f, (a+ c)f + (b+ d)e) =
= (ae+ ce  bf   df, af + cf + be+ de) =
= (ae  bf, af + be) + (ce  df, cf + de) =
= (a, b) · (e, f) + (c, d) · (e, f).
S˚aledes a¨r (M,+, ·) en skevkropp. D˚a M inneh˚aller endast a¨ndligt ma˚nga (9) element, s˚a
fo¨ljer det av Wedderburns lilla sats att (M,+, ·) utgo¨r en kropp - Galoiskroppen GF (9), och
vi har bevisat fo¨ljande sats.
Sats 2.23. (M,+, ·) a¨r Galoiskroppen av ordning 9.
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Fo¨r att fortsa¨tta att konstruera en na¨rkropp vars multiplikation inte a¨r va¨nsterdistributiv
med avseende p˚a additionen, ska vi fo¨rst info¨ra ett nytt sa¨tt att betrakta multiplikationen ·
p˚a. L˚at elementen i M betecknas:
0 = 0,
1 = w0,  1 = w4,
↵ = w1,  ↵ = w5,
  = w6,    = w2,
  = w7,    = w3.
Cayley-tabellen fo¨r multiplikationen · blir med dessa beteckningar:
· 0 w0 w4 w1 w5 w6 w2 w7 w3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
w0 0 w0 w4 w1 w5 w6 w2 w7 w3
w4 0 w4 w0 w5 w1 w2 w6 w3 w7
w1 0 w1 w5 w2 w6 w7 w3 w0 w4
w5 0 w5 w1 w6 w2 w3 w7 w4 w0
w6 0 w6 w2 w7 w3 w4 w0 w5 w1
w2 0 w2 w6 w3 w7 w0 w4 w1 w5
w7 0 w7 w3 w0 w4 w5 w1 w6 w2
w3 0 w3 w7 w4 w0 w1 w5 w2 w6
Tabell 3
Notera att det med dessa beteckningar ga¨ller att wr · ws = w(r+s) mod 8 fo¨r alla wr, ws 2
M \ {0}.
Nu kan vi bo¨rja konstruera en na¨rkropp av ma¨ngden M , vars multiplikation inte a¨r
va¨nsterdistributiv o¨ver additionen. Vi l˚ater additionen vara likadan som fo¨r Galoiskroppen
GF (9). Vi har s˚aledes redan att (M,+) bildar en abelsk grupp.
Vi definierar sedan multiplikationen ⇥ med hja¨lp av multiplikationen ·, och l˚ater
0⇥ ⇠ = 0, ⇠ ⇥ 0 = 0, 8⇠ 2M,
wr ⇥ ws = wr · ws = w(r+s) mod 8 d˚a s 2 {0, 2, 4, 6},
wr ⇥ ws = w3r · ws = w(3r+s) mod 8 d˚a s 2 {1, 3, 5, 7}.
Denna definition genererar fo¨ljande Cayley-tabell fo¨r multiplikationen p˚a M :
⇥ 0 1  1 ↵  ↵          
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1  1 ↵  ↵          
 1 0  1 1  ↵ ↵          
↵ 0 ↵  ↵  1 1          
 ↵ 0  ↵ ↵ 1  1          
  0            1 1 ↵  ↵
   0           1  1  ↵ ↵
  0            ↵ ↵  1 1
   0           ↵  ↵ 1  1
Tabell 4
Observera nu att multiplikationen inte a¨r kommutativ, d˚a till exempel ↵ ⇥   =   medan
  ⇥ ↵ =   . Vi har a¨ven att multiplikationen inte a¨r va¨nsterdistributiv o¨ver additionen, d˚a
↵⇥ (↵+ 1) = ↵⇥   =   , men ↵⇥ ↵+ ↵⇥ 1 =  1 + ↵ =  .
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Vi ser fr˚an Cayley-tabellen att M a¨r sluten under ⇥ och att det fo¨r M \ {0} existerar ett
neutralt element 1 samt en unik invers till varje element da¨ri. Fo¨r att p˚avisa associativiteten
f˚ar vi dela upp underso¨kningen i olika fall. Vi bo¨rjar med att underso¨ka huruvida wr⇥ (ws⇥
wt) = (wr ⇥ ws)⇥ wt d˚a s, t 2 {0, 2, 4, 6}. Vi f˚ar d˚a
wr ⇥ (ws ⇥ wt) = wr ⇥ w(s+t) mod 8 = w(r+s+t) mod 8 =
= w(r+s) mod 8 ⇥ wt = (wr ⇥ ws)⇥ wt,
och har s˚aledes att associativa lagen ga¨ller i detta fall. Vi g˚ar vidare till fallet d˚a s 2 {0, 2, 4, 6}
och t 2 {1, 3, 5, 7}. Vi f˚ar
wr ⇥ (ws ⇥ wt) = wr ⇥ w(3s+t) mod 8 = w(3r+3s+t) mod 8 =
= w(3(r+s)+t) mod 8 = w(r+s) mod 8 ⇥ wt = (wr ⇥ ws)⇥ wt,
och vi ser att associativiteten uppfylls a¨ven ha¨r. D˚a ista¨llet s 2 {1, 3, 5, 7} och t 2 {0, 2, 4, 6}
har vi
wr ⇥ (ws ⇥ wt) = wr ⇥ w(s+t) mod 8 = w(3r+s+t) mod 8 =
= w(3r+s) mod 8 ⇥ wt = (wr ⇥ ws)⇥ wt,
och sista fallet d˚a s 2 {1, 3, 5, 7} och t 2 {0, 2, 4, 6} ger oss
wr ⇥ (ws ⇥ wt) = wr ⇥ w(3s+t) mod 8 = w(r+3s+t) mod 8 =
= w(9r+3s+t) mod 8 = w(3r+s) mod 8 ⇥ wt = (wr ⇥ ws)⇥ wt.
Vi har nu visat att (M \ {0},⇥) bildar en grupp. D˚a vi vill visa att M a¨r en na¨rkropp
fortsa¨tter vi med att visa att multiplikationen a¨r ho¨gerdistributiv o¨ver additionen, allts˚a att
(wr +ws)⇥wt = wr ⇥wt +ws ⇥wt ga¨ller fo¨r alla element i M \ {0} (vi har trivialt att det
ga¨ller om n˚agot av elementen a¨r 0). A¨ven detta f˚ar vi dela upp i tv˚a fall; t 2 {0, 2, 4, 6} och
t 2 {1, 3, 5, 7}. D˚a t 2 {0, 2, 4, 6} har vi
(wr + ws)⇥ wt = (wr + ws) · wt = wr · wt + ws · wt = wr ⇥ wt + ws ⇥ wt.
D˚a t 2 {1, 3, 5, 7} har vi
(wr+ws)⇥wt = (wr+ws)3 ·wt = (w3r+w3s) ·wt = w3r ·wt+w3s ·wt = wr⇥wt+ws⇥wt,
da¨r den andra likheten kommer fr˚an sats 2.20 (d˚a (M,+, ·) bildar en kropp).
Det a¨r s˚aledes klart att (M,+,⇥), vilken vi ha¨danefter kommer att kalla fo¨r minikvater-
nionsystemet och beteckna M, uppfyller alla villkor fo¨r att vara en na¨rkropp. Da¨rmed har
vi bevisat fo¨ljande sats.
Sats 2.24. Minikvaternionsystemet M a¨r en na¨rkropp av ordning 9.
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3 Projektiva plan
Vi inleder introduktionen av projektiva plan med ett avsnitt som behandlar linja¨ra plan, d˚a
detta ger la¨saren sto¨rre fo¨rst˚aelse fo¨r hur de projektiva planen ha¨nger samman med euklidisk
geometri. Det fo¨rsta delkapitlet baserar sig framfo¨rallt p˚a ka¨llan [LMB]. Vi introducerar
sedan de projektiva planen och g˚ar igenom grundla¨ggande teori kring dem. Delkapitlet utg˚ar
mest fr˚an ka¨llan [RK]. Delkapitlena 3.2, 3.3 och 3.4 utg˚ar framfo¨r allt fr˚an [RK]. Vi avslutar
kapitlet med ett avsnitt om a na plan, vilka a¨r na¨ra sammankopplade med projektiva plan.
Det delkapitlet baserar sig framfo¨r allt p˚a [HP].
3.1 Linja¨ra plan
Definition 3.1. Vi sa¨ger att en linje och en punkt a¨r incidenta med varandra om punkten
ligger p˚a linjen, eller ekvivalent, om linjen g˚ar genom punkten. Tv˚a linjer a¨r incidenta i en
punkt om det finns en punkt som a¨r incident med b˚ada linjerna.
Vi kommer ha¨danefter att anva¨nda versaler fo¨r beteckning av punkter och gemener fo¨r
beteckning av linjer.
Definition 3.2 (Linja¨ra plan). Ett linja¨rt plan a¨r ett system av punkter och linjer som
uppfyller fo¨ljande axiom:
(1) Givet tv˚a distinkta punkter finns det en och endast en linje som g˚ar genom b˚ada dessa,
det vill sa¨ga att det finns en entydig linje som a¨r incident med b˚ada punkterna.
(2) En linje a¨r incident med minst tv˚a punkter.
(3) Det finns tre punkter i systemet s˚adana de ej a¨r incidenta med en och samma linje.
Vi kan direkt konstatera att det euklidiska planet med ra¨ta linjer a¨r ett linja¨rt plan.
Exempel 3.3. Planet Z⇥ Z med ra¨ta linjer a¨r ett linja¨rt plan.
Exempel 3.4. Fo¨ljande system a¨r ett linja¨rt plan inneh˚allande fyra punkter, ty genom varje
par av punkter g˚ar en linje och varje linje inneh˚aller (minst) tv˚a punkter:
Figur 1
Exempel 3.5. Vill vi h˚alla oss till ma¨ngden Z2⇥Z2 bildar vi ett linja¨rt plan p˚a fo¨ljande sa¨tt:
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A = (0, 0)
B = (0, 1) D = (1, 1)
C = (1, 0)
Figur 2
3.2 Introduktion av projektiva plan
Definition 3.6 (Projektiva plan). Ett projektivt plan P a¨r en ma¨ngd av punkter och linjer
tillsammans med en incidensrelation s˚adan att
(1) givet tv˚a distinkta punkter finns det en och endast en linje som g˚ar genom b˚ada dessa,
det vill sa¨ga att det finns en entydig linje som a¨r incident med b˚ada punkterna,
(2) givet tv˚a distinkta linjer finns det en och endast en punkt som ligger p˚a b˚ada linjerna,
det vill sa¨ga att det finns en entydig punkt som a¨r incidenta med b˚ada linjerna,
(3) det finns fyra punkter i systemet s˚adana att vilka tre av dessa man a¨n va¨ljer s˚a ligger de
ej p˚a en och samma linje.
Notera att dessa axiom sa¨kersta¨ller att en linje a¨r incident med minst tv˚a punkter. Ett
projektivt plan a¨r allts˚a ett linja¨rt plan med de extra villkoren att tv˚a linjer ma˚ste ska¨ra
varandra i n˚agon punkt (detta kommer vi ibland uttrycka att de tillsammans definierar en
entydig punkt; se nedanst˚aende definition). Vi kan direkt konstatera att det Euklidiska planet
inte a¨r ett projektivt plan, d˚a det inte finns en entydig punkt som ligger p˚a tv˚a linjer som
a¨r parallella.
Definition 3.7. (i) Tv˚a punkter A och B definierar tillsammans den entydiga linjen AB
eller BA.
(ii) Tv˚a linjer l och m definierar tillsammans den entydiga punkten l \m.
Exempel 3.8. Vi ser att varken det linja¨ra planet fr˚an exempel 3.4 eller det fr˚an exempel
3.5 ovan definierar projektiva plan. Systemet i exempel 3.4 uppfyller inte axiomen fo¨r att
vara ett projektivt plan, d˚a det la¨tt ses att det finns linjer som inte korsar varandra och
s˚aledes inte definierar en punkt tillsammans. Detsamma ga¨ller fo¨r exempel 3.5, ty linjerna
AB och CD definierar inte n˚agon punkt tillsammas. Notera a¨ven att linjerna AD och BC
inte ska¨r varandra i n˚agon punkt i planet Z2 ⇥ Z2.
Definition 3.9. Tv˚a eller fler punkter Pi, i 2 {1, 2, . . . , n}, n   2 sa¨gs vara kolinja¨ra om de
a¨r incidenta med en och samma linje.
Notera att tv˚a punkter alltid a¨r kolinja¨ra enligt axiom (1) ur definitionen av projektiva
plan. Vi kommer da¨rfo¨r mest i fortsa¨ttningen att prata om att punkter a¨r kolinja¨ra om det
a¨r tre stycken eller fler.
Plan som uppfyller axiom (1) och (2) ur definitionen av projektiva plan, men inte (3),
kallas fo¨r degenererade plan. Det finns sju s˚adana: [AS]
1. Den tomma ma¨ngden.
2. Planet best˚aende av endast en punkt.
3. Planet best˚aende av endast en linje.
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4. Flera linjer och endast en punkt med vilken linjerna a¨r incidenta:
Figur 3
5. En linje och flera punkter som alla a¨r kolinja¨ra:
Figur 4
6. Flera linjer och flera punkter, da¨r alla punkter a¨r kolinja¨ra:
Figur 5
7. Flera punkter och flera linjer, da¨r alla punkter utom en a¨r kolinja¨ra.
Figur 6
Exempel 3.10. Det s˚a kallade Fano-planet a¨r ett system som uppfyller alla tre axiom. Ha¨r
vill vi a¨ven belysa att det inte i definitionen av projektiva plan ing˚ar att linjerna beho¨ver
vara raka:
Figur 7
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Exempel 3.11. Obsevera att nedanst˚aende system inte a¨r ett projektivt plan, ty punkterna
A och B definierar inte entydigt en linje, utan tv˚a stycken.
A
B
Figur 8
Definition 3.12. (i) En fyrho¨rning ABCD a¨r en ma¨ngd av fyra punkter A, B, C och D,
s˚adana att man ej kan va¨lja tre stycken som a¨r kolinja¨ra. Sidorna till denna fyrho¨rning
utgo¨rs av {AB,AC,AD,BC,BD,CD}. Diagonaltriangeln till denna fyrho¨rning a¨r den
vars ho¨rn ges av AB \ CD, AC \BD och AD \BC.
(ii) En fyrsiding a¨r en ma¨ngd av fyra linjer, s˚adana man ej kan va¨lja tre stycken som a¨r
incidenta med en och samma punkt.
Exempel 3.13. De ro¨da linjerna i figur 9 markerar diagonaltriangeln till fyrho¨rningen
ABCD.
A
B
C
D
AB \ CD
AC \BD
AD \BC
Figur 9
Lemma 3.14. L˚at P vara ett projektivt plan. P inneh˚aller d˚a en fyrsiding.
Bevis. Fr˚an axiom (3) av projektiva plan har vi att varje projektivt plan P inneh˚aller en
fyrho¨rning ABCD. Antag nu att tre av sidorna AB, BC, CD och DA a¨r incidenta med en
och samma punkt. Vi kan anta att det a¨r linjerna AB, CD och DA som a¨r incidenta med
samma punkt utan att g˚a miste om generaliteten i beviset. Eftersom linjerna AB och DA
b˚ada tv˚a g˚ar genom punkten A samt genom punkten P , har vi att P = A, ty tv˚a linjer
definierar entydigt en punkt. P˚a samma sa¨tt har vi att linjerna CD och DA b˚ada g˚ar genom
punkterna D respektive P , vilket leder till att P = D. Vi har d˚a att P = A och P = D,
vilket implicerar att A = D. Detta motsa¨ger att ABCD skulle vara en fyrho¨rning. Allts˚a
ma˚ste {AB,BC,CD,DA} utgo¨ra en fyrsiding.
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Sats 3.15. Ur ett projektivt plan P bildas ett nytt system PD genom att linjerna i P l˚ats vara
punkter i PD, punkterna i P l˚ats vara linjer i PD och en punkt och en linje i PD a¨r incidenta
omm de a¨r incidenta i P. PD a¨r d˚a ett projektivt plan.
Bevis. PD uppfyller axiom (1) ty P uppfyller axiom (2) och vice versa. Fo¨r att se att axiom
(3) a¨r uppfyllt l˚ater vi ABCD vara en fyrho¨rning i P. D˚a bildar linjerna AB, BC, CD och
DA tillsammans en fyrsiding enligt beviset till lemma 3.14, da¨r man allts˚a inte kan va¨lja
tre linjer som alla a¨r incidenta med en och samma punkt. Med andra ord bildar punkterna
AB,BC,CD,DA 2 PD en fyrho¨rning, da¨r man inte kan va¨lja tre punkter som a¨r incidenta
med en och samma linje (ty punkter och linjer a¨r incidenta i PD omm de a¨r incidenta i P).
S˚aledes uppfyller PD det tredje axiomet fo¨r projektiva plan.
Definition 3.16. PD kallas dualplanet till P.
En direkt konsekvens av sats 3.15 blir nu den s˚a kallade dualitetsprincipen.
Korollarium 3.17 (Dualitetsprincipen). L˚at S vara ett p˚ast˚aende om projektiva plan. D˚a
a¨r det duala p˚ast˚aendet, det vill sa¨ga samma p˚ast˚aende men med orden ”linje” och ”punkt”
utbytta mot varandra, sant fo¨r projektiva plan.
Som vi kommer att se a¨r denna princip mycket anva¨ndbar vid bevisfo¨ring fo¨r satser som
anger ekvivalenta p˚ast˚aenden fo¨r b˚ade punkter och linjer.
3.3 Grundla¨ggande egenskaper hos projektiva plan
Lemma 3.18. L˚at l och m vara tv˚a distinkta linjer i ett projektivt plan P. D˚a ga¨ller att det
finns en punkt P 2 P s˚adan att P /2 l [m.
Bevis. L˚at ABCD 2 P vara en fyrho¨rning. Antag att det inte finns en punkt P 2 P s˚adan
att P /2 l [m. D˚a a¨r alla punkter A,B,C,D incidenta med antingen l eller m. Eftersom tre
av punkterna ej kan vara incidenta med en och samma linje ma˚ste tv˚a av dem vara incidenta
med l och de andra tv˚a vara incidenta med m. Vi kan anta att A,B 2 l och C,D 2 m utan
att g˚a miste om generaliteten i beviset. L˚at d˚a Q = AC \ BD. Denna punkt existerar d˚a
tv˚a linjer i ett projektivt plan definierar en punkt i planet. Antag Q 2 l. Eftersom A,B 2 l
har vi att l = AB, allts˚a ga¨ller att Q 2 AB. Punkterna A,B,C a¨r ej incidenta med samma
linje. Detta leder till att AB 6= AC. Att Q 2 AC leder till att Q = AB \ AC. Men vi har
a¨ven att A = AB \ AC, vilket leder till att Q = A. Vi vet a¨ven att Q 2 BD, vilket nu a¨r
ekvivalent med att A 2 BD. D˚a har vi allts˚a att A,B och D a¨r incidenta med en och samma
linje, vilket motsa¨ger att ABCD skulle vara en fyrho¨rning. Detta leder till att Q /2 l.
P˚a samma sa¨tt f˚as att Q /2 m. Allts˚a ma˚ste det finnas en punkt Q /2 l [m.
Sats 3.19. L˚at P vara ett projektivt plan.
(i) Fo¨r tv˚a linjer l,m 2 P,m 6= l s˚a ga¨ller att det finns en bijektiv avbildning mellan
ma¨ngden av punkter p˚a linjen l och ma¨ngden av punkter p˚a linjen m.
(ii) Fo¨r en linje l 2 P och en punkt P 2 P s˚a ga¨ller att det finns en bijektiv avbildning
mellan ma¨ngden av alla punkter p˚a l och ma¨ngden av alla linjer incidenta med P .
Bevis. (i) Va¨lj en punkt P /2 l. En s˚adan existerar enligt axiom (3) fo¨r projektiva plan.
Varje linje genom P passerar d˚a l i en punkt, ty tv˚a linjer definierar entydigt en punkt,
enligt axiom (2). Varje punkt L 2 l besta¨mmer tillsammans med P entydigt en linje
LP , enligt axiom (1) fo¨r projektiva plan. Allts˚a har vi att det finns en 1-1 korrespondens
mellan punkterna {L;L 2 l} och linjerna {PL;L 2 l}.
L˚at m, l 2 P,m 6= l vara tv˚a linjer. Va¨lj en punkt Q 2 P \ (m [ l). En s˚adan existerar
enligt lemma 4.9. Vi har nu enligt fo¨reg˚aende stycke att det finns en bijektion   :
{QL;L 2 l} ! {L;L 2 l} samt en bijektion  : {M ;M 2 m} ! {QM ;M 2 m}.
Sammansa¨ttningen      bildar d˚a en bijektion mellan ma¨ngden av punkter p˚a l och
ma¨ngden av punkter p˚a m (vi har att {QL;L 2 l} = {QM ;M 2 m}, ty dessa a¨r b˚ada
ma¨ngden av alla linjer genom Q).
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(ii) Fallet P /2 l visades i fo¨rsta stycket i beviset. Nu a˚terst˚ar s˚aledes att visa att det finns
en bijektion mellan ma¨ngden av alla punkter p˚a l och ma¨ngden av alla linjer incidenta
med P , d˚a P 2 l. Va¨lj en linje n s˚a att P /2 n. Vi har att det finns en bijektion mellan
{L;L 2 l} och {N ;N 2 n} enligt fo¨rsta delen av satsen. Vi har a¨ven att det finns en
bijektion mellan {N ;N 2 n} och {PN ;N 2 n} enligt fo¨rsta stycket i beviset. Allts˚a
finns det en bijektion mellan alla punkter p˚a l och alla linjer genom P .
Anm. Observera att sats 3.19 inte sa¨ger att det finns en 1-1 korrespondens mellan ma¨ngden
av parvisa punkter i P och ma¨ngden av linjer i P. Dra till minnes Fano-planet:
A
B
C
l
Figur 10
Ha¨r ser vi att de tv˚a punkterna A och B tillsammans definierar linjen l. Likas˚a definierar
punkterna B och C linjen l, vilket kan illustreras:
AB
BC
l
Figur 11
Allts˚a ser vi att korrespondensen mellan ma¨ngden av parvisa punkter i P och ma¨ngden
av linjer i P inte a¨r injektiv.
I fallet d˚a en linje a¨r incident med a¨ndligt ma˚nga punkter, sa¨g k + 1 stycken, fo¨ljer det
fr˚an satsen ovan att alla linjer a¨r incidenta med k+1 punkter, och a¨ven att det genom varje
punkt P 2 P g˚ar k + 1 linjer. Ha¨danefter kommer vi att a˚syfta a¨ndliga projektiva plan na¨r
det st˚ar projektiva plan.
Definition 3.20. Ett projektivt plan P s˚adant att en av dess linjer g˚ar genom k+1 punkter
kallas fo¨r ett plan av ordning k.
Sats 3.21. I ett a¨ndligt projektivt plan av ordning k finns det k2+k+1 linjer och k2+k+1
punkter.
Bevis. Sats 3.19 tillsammans med definition 3.20 ger att alla linjer passerar genom k + 1
punkter och att k + 1 linjer passerar genom varje punkt P 2 P. Tag en punkt Q 2 P. Fo¨r
alla punkter R 6= Q s˚a ligger R p˚a en av de k + 1 linjerna genom Q, ty tv˚a punkter ma˚ste
15
definiera en punkt och det g˚ar totalt k+1 linjer genom Q. D˚a det finns k+1 linjer genom Q
och k punkter exklusive Q p˚a varje s˚adan linje, ga¨ller att det totalt finns k(k+1)+1 punkter
i systemet, da¨r den adderade ettan st˚ar fo¨r Q sja¨lv.
Tag nu en linje l 2 P. Denna linje inneh˚aller k + 1 punkter. Alla linjer i det projektiva
planet ma˚ste vara incidenta med n˚agon av dessa punkter, ty alla par av linjer ma˚ste definiera
en punkt. Genom var och en av punkterna g˚ar det ytterligare k linjer. Allts˚a finns det totalt
k(k + 1) + 1 linjer i planet, da¨r den adderade ettan kommer fr˚an l sja¨lv.
Definition 3.22. Tv˚a projektiva plan P och Q sa¨gs vara isomorfa om det finns en bijektiv
avbildning ✓ : P ! Q som avbildar punkter i P p˚a punkter i Q och linjer i P p˚a linjer i Q
s˚adan att P 2 l i P om och endast om ✓(P ) 2 ✓(l) i Q.
Exempel 3.23. Vi studerar a˚terigen Fano-planet.
3
1
0
2
6
4
5
Figur 12
Om vi skriver upp systemet som en tabell p˚a fo¨ljande vis s˚a ser vi att kolumnerna bildar
linjerna i planet:
0 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 0
3 4 5 6 0 1 2
Tabell 5
Studera nu planet i figur 13 med sju punkter respektive linjer. Vi ser att a¨ven detta plan
kan beskrivas med exakt samma tabell som planet ovan. Dessa plan a¨r allts˚a isomorfa och a¨r
s˚aledes blott tv˚a olika framsta¨llningar av samma plan; Fano-planet. Fortsa¨ttningsvis kommer
vi att framsta¨lla Fano-planet som i aktuell figur. Ja¨mfo¨r denna framsta¨llning med exempel
3.4 ovan.
Ett tredje alternativ till bilden av Fano-planet f˚ar man om man info¨r kartesiska koordi-
nater, h˚aller sig till rummet Z2 ⇥ Z2 och info¨r ytterligare tre punkter, se figur 14.
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521
4
3 6
0
Figur 13
(0, 0) (1, 0)
(0, 1) (1, 1)
Figur 14
Ha¨r ser vi att de parallella linjerna tillsammans kommer att definiera punkter i oa¨ndligheten.
Ja¨mfo¨r detta plan med exempel 3.5!
Vi har nu sett att det finns olika sa¨tt att visualisera Fano-planet. Vi vill nu visa att pro-
jektiva plan av ordning 2 alltid a¨r isomorfa och allts˚a att Fano-planet a¨r det enda projektiva
plan av ordning 2 som finns.
Sats 3.24. Det finns ett projektivt plan av ordning 2. Alla projektiva plan av ordning 2 a¨r
isomorfa.
Bevis. Fo¨r att bevisa detta ska vi konstruera Fano-planet och visa att konstruktionen a¨r
entydig. Vi bo¨rjar med en ma¨ngd av fyra punkter {A,B,C,D,E, F,G}. Genom punkten A
ma˚ste det g˚a tre linjer som tillsammans sammanbinder A med alla de andra punkterna, fo¨r
att uppfylla axiom (1) ur definitionen av projektiva plan. Vi har a¨ven att varje linje ma˚ste
inneh˚alla tre punkter totalt enligt sats 3.21. Vi l˚ater d˚a linjerna genom A vara ABD, ACG
och AEF .
Vi ma˚ste ha en linje som sammanbinder B och C, fo¨r att uppfylla axiom (1). Denna linje
BC ma˚ste d˚a g˚a genom n˚agon av punkterna E eller F . D˚a dessa punkter inte har n˚agon mer
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besta¨md incidens a¨n att ligga p˚a linjen AEF , spelar det ingen roll vilken av dem vi l˚ater
ligga p˚a BC. Vi kan d˚a l˚ata E 2 BC (annars kan vi bara byta namn p˚a E och F ).
Det ma˚ste a¨ven finnas en linje BG. Denna ma˚ste g˚a genom F , d˚a B och E redan sam-
manbinds av en linje. Vidare ma˚ste vi ha en linje CD. A¨ven denna ma˚ste g˚a genom F d˚a C
och E redan a¨r incidenta med en och samma linje. Slutligen ma˚ste vi ha linjen DEG, som
sammanbinder de sista punkterna.
Genom denna konstruktion har vi nu sett att incidenserna a¨r fo¨rutbesta¨mda och det enda
man kan a¨ndra p˚a a¨r sja¨lva namnen p˚a punkterna. Vi kan allts˚a alltid finna en bijektiv
avbildning fr˚an ett plan av ordning 2 till ett annat, s˚adan att incidensrelationen bevaras.
S˚aledes fo¨ljer att alla plan av ordning 2 a¨r isomorfa.
3.4 Delplan
Ett viktigt karakta¨rsdrag betra¨↵ande de projektiva planen a¨r att de kan inneh˚alla s˚a kallade
delplan, vilka vi ha¨r a¨mnar att definiera och utveckla.
Definition 3.25 (Delplan). Ett delplan av ett projektivt plan P a¨r en delma¨ngd P0 av punk-
ter och linjer ur P, vilken sja¨lv uppfyller axiomen i definitionen av projektiva plan.
Sats 3.26 (Brucks sats). Om P0 a¨r ett delplan av ordning m till ett a¨ndligt projektivt plan
P av ordning n, och P0 6= P, s˚a ga¨ller ett av fo¨ljande:
(i) m2 = n
(ii) m2 +m  n
Bevis. Antag P0 6= P. L˚at l 2 P0. Va¨lj en punkt P 2 l, P /2 P0 (en s˚adan existerar ty P0 6= P).
Det finns (m2 +m+ 1)  (m+ 1) = m2 punkter Q1, ..., Qm2 i P0 som ej ligger p˚a l.
Antag nu att P,Qi och Qj , i 6= j a¨r kolinja¨ra. Linjen PQi skulle d˚a inneh˚alla tv˚a punkter
ur P0, allts˚a har vi att PQi 2 P0. Vi har a¨ven sedan innan att P 2 l 2 P0, vilket implicerar
att P 2 P0. Detta strider mot v˚art val av P . Allts˚a kan P,Qi och Qj , i 6= j ej vara incidenta
med samma linje och s˚aledes har vi att PQ1, ..., PQm2 ma˚ste vara m
2 stycken skilda linjer
genom P .
Genom P 2 P har vi dessutom att det passerar n+ 1 stycken linjer i P. Detta ger oss att
n+ 1   m2 + 1, da¨r sista ettan kommer fr˚an att l 2 P0 sja¨lv g˚ar genom P . Allts˚a har vi nu
att m2  n.
(i) m2 = n uppfyller uppenbarligen m2  n.
(ii) Antag nu att m2 < n, d.v.s. m2 + 1 < n+ 1. Eftersom denna olikhet sa¨ger att antalet
linjer genom P och n˚agon punkt i P0 a¨r strikt fa¨rre a¨n antalet linjer i P genom P , ma˚ste
det allts˚a finnas n˚agon linje k 3 P som inte inneh˚aller n˚agon punkt i P0. Linjen k ma˚ste
dock passera genom alla linjer i P0, ty alla linjer i P0 ligger a¨ven i P och tv˚a linjer i
P definierar alltid en punkt i P. Med andra ord ma˚ste k mo¨ta alla linjer i P0 i n˚agra
punkter som ligger i P. Vi har a¨ven att k ma˚ste mo¨ta linjerna i P0 i m2 +m + 1 olika
punkter, ty om k skulle mo¨ta tv˚a linjer i P0 i en och samma punkt, skulle de tv˚a linjerna
definiera en punkt som skulle ligga i P0, men enligt antagandet inneh˚aller k inte n˚agra
punkter ur P0.
D˚a k inneh˚aller n+ 1 punkter ur P samt m2 +m+ 1 punkter ur P0 (som vi nyss sett),
har vi allts˚a: n+ 1   m2 +m+ 1, vilket a¨r ekvivalent med att m2 +m  n.
Av denna sats kan vi allts˚a dra fo¨ljande slutsatser:
• Fano-planet har inga a¨kta delplan (delplan som inte a¨r hela planet), ty det finns inga
(icke-degenererade) projektiva plan av ordning 1.
• Om vi har ett projektivt plan av ordning 3 s˚a finns det inga a¨kta delplan, ty 22 6= 3
och 22 + 2 ⇥ 3. Fano-planet a¨r allts˚a inte ett delplan till ett plan av ordning 3.
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• Om vi har ett projektivt plan av ordning 9 s˚a kan eventuella a¨kta delplan ha ordning
2 (ty 22 + 2  9) eller 3 (ty 32 = 9).
3.5 A na plan
Ma˚let med denna sektion a¨r att utveckla a¨ndliga a na plan. A na plan kan erh˚allas fr˚an
projektiva plan och utgo¨r da¨rfo¨r en aspekt i studierna av projektiva plan.
Definition 3.27 (A na plan). Ett a nt plan A a¨r en ma¨ngd punkter och linjer tillsammans
med en incidensrelation s˚adan att
(i) givet tv˚a distinkta punkter finns det en och endast en linje som g˚ar genom b˚ada dessa,
(ii) en linje a¨r incident med minst tv˚a punkter,
(iii) givet en linje l och en punkt P /2 l s˚a existerar det en unik linje m 2 A, m 6= l, s˚adan
att P 2 m och l \m = ;,
(iv) det existerar tre icke-kolinja¨ra punkter.
Notera att alla a na plan uppfyller definitionen fo¨r linja¨ra plan. Det extra axiomet, axiom
(iii), a¨r ekvivalent med Euklides parallellaxiom. Vi kan s˚aledes konstatera att det euklidiska
planet a¨r ett exempel p˚a ett a nt plan. Vi ser a¨ven la¨tt att det linja¨ra planet i exempel 3.4
a¨r ett a nt plan.
Exempel 3.28. Fo¨ljande system a¨r ett a nt plan av ordning 3, ty givet n˚agon linje l och
n˚agon punkt P som ej ligger p˚a linjen, s˚a finns det en entydig linje genom punkten som ej
korsar l. Exempelvis, givet linjen m och punkten Q i bilden nedan, s˚a a¨r n den enda linjen
genom Q som ej korsar m:
m
n
Q
Figur 15
Vi vill nu se hur a na plan ha¨nger ihop med projektiva s˚adana.
Sats 3.29. Givet ett projektivt plan P och en linje l 2 P s˚a kan vi konstruera ett a nt plan
A genom att i P ta bort l och alla punkter incidenta med l. Detta betecknar vi A = Pl.
Bevis. L˚at P vara ett projektivt plan inneh˚allande linjen l och punkten X 2 l. L˚at m,n 6= l
vara tv˚a distinkta linjer incidenta med X.
Vi konstruerar ett a nt plan A = Pl genom att ta bort l och alla punkter incidenta med
l. D˚a har vi att m 2 Pl och n 2 Pl. Men m \ n = ; d˚a X 2 l och s˚aledes X /2 Pl. Tag en
punkt A 2 Pl s˚adan att A 2 P, A 6= X och A /2 m. L˚at r vara linjen som fo¨rbinder X och A
i P. Nu observerar vi att A 2 Pl leder till att r 2 Pl. Men d˚a a¨r r 2 Pl den enda linjen i Pl
som g˚ar genom A med egenskapen att r \m = ;. Vi har allts˚a tv˚a linjer r,m 2 Pl som inte
korsar varandra i det a na planet Pl.
Vi har s˚aledes visat att det erh˚allna planet uppfyller axiom (iii) ur definitionen av a na
plan, och d˚a de andra trivialt uppfylls, har vi f˚att ett a nt plan.
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Exempel 3.30. L˚at P vara Fano-planet. Antag att l 2 P och att A,B och C a¨r de punkter
som ligger p˚a l. D˚a bildar vi ett a nt plan A genom
A = Pl := P \ {l, A,B,C}.
Eftersom A konstruerats fr˚an P fo¨ljer det att alla linjer och punkter som finns i A a¨ven finns
i P och att A a¨rver incidensrelationen fr˚an P.
Vi har sett att det i a na plan finns linjer som inte korsar varandra. I den euklidiska
geometrin sa¨gs tv˚a s˚adana linjer vara parallella. Detta leder till att vi kan definiera egenskapen
parallellism i ett a nt plan p˚a ett naturligt sa¨tt:
Definition 3.31. L˚at A vara ett godtyckligt a nt plan. Tv˚a linjer l 2 A och m 2 A sa¨gs
vara parallela om l = m eller om l \m = ;. Vi betecknar d˚a detta med l k m.
Lemma 3.32. L˚at A vara ett godtyckligt a nt plan och l˚at ⇠ beteckna en ekvivalensrelation.
D˚a ga¨ller att parallellism a¨r en ekvivalensrelation
Bevis.
Vi ska visa att relationen ”⇠” definierad enligt l ⇠ m , l k m a¨r reflexiv, symmetrisk och
transitiv.
Enligt 3.31 ga¨ller fo¨r l,m 2 A att l = m ) l k m. S˚a l k l ty l = l. D˚a a¨r l ⇠ l, det vill
sa¨ga ⇠ a¨r reflexiv.
Vidare har vi 8l,m 2 A : l ⇠ m, l k m. Men l k m, m k l ga¨ller uppenbarligen och vi
har s˚aledes att m ⇠ l. S˚a 8l,m 2 A : l ⇠ m, m ⇠ l. Allts˚a a¨r ⇠ a¨r symmetrisk.
Det a˚terst˚ar att visa att ⇠ a¨r transitiv, det vill sa¨ga visa fo¨ljande utsaga 8l,m, n 2 A :
l ⇠ m ^m ⇠ h) l ⇠ h. Vi va¨ljer l,m, h 2 A s˚a att l k m och m k h. Antag fo¨rst att tv˚a av
dessa linjer a¨r lika, det vill sa¨ga antag att l = m, m = h eller l = h. Om l = m s˚a a¨r l k m
enligt 3.31. m k h enligt val av m och h ger att l k h, varfo¨r l ⇠ h. P˚a liknande sa¨tt har vi
att om m = h s˚a a¨r l k h ty l k m enligt val av l och m s˚a l ⇠ h. Om l = h s˚a a¨r det klart
att l ⇠ h. Allts˚a h˚aller utsagan och da¨rmed a¨r ⇠ transitiv.
Antag ista¨llet att l,m, n ovan a¨r distinkta. Antag att l 6k h. D˚a 9P 2 l \ h, det vill sa¨ga
punkten P a¨r incident med tv˚a distinkta linjer i det a na planet A. Men detta sa¨ger emot
axiom (ii) i 3.27. Allts˚a ga¨ller l k h, det vill sa¨ga l ⇠ h. S˚a ⇠ a¨r transitiv. Vi har da¨rmed
visat att k a¨r en ekvivalensrelation.
Definitionen av isomorfi mellan a na plan a¨r lik den fo¨r projektiva plan.
Definition 3.33. Tv˚a a na plan A och B sa¨gs vara isomorfa om det finns en bijektiv
avbildning ✓ : A ! B som avbildar punkter i A p˚a punkter i B och linjer i A p˚a linjer i B,
s˚adan att P 2 l i A om och endast om ✓(P ) 2 ✓(l) i B.
Utrustade med detta verktyg kan vi ja¨mfo¨ra a na plan, vilket kommer att leda oss till
formuleringen av ett viktigt resultat om a¨ndliga a na plan, vilket a¨r huvudma˚let med detta
delkapitel. Fo¨r att kunna uppn˚a detta beho¨ver vi fo¨ljande sats.
Sats 3.34. L˚at A vara ett a nt plan. D˚a existerar det upp till isomorfi ett unikt projektivt
plan P s˚adant att A = Pl fo¨r n˚agon linje l 2 P. Parallellklasserna i A betecknar vi med A⇤.
Bevis. Vi bo¨rjar med att konstruera ett projektivt plan med en linje l1 s˚adan att A = Pl1 .
L˚at P vara en punkt och l en linje i A. Incidensrelationen i P definierar vi genom
(i) P 2 l i P om och endast om P 2 l i A,
(ii) en punkt P ⇤ 2 l i P om och endast om l 2 P ⇤ i A, da¨r P ⇤ a¨r de olika parallellklasserna,
(iii) fo¨r alla P ⇤ ga¨ller att P ⇤ 2 l1 i P, och
(iv) fo¨r alla P 2 A ga¨ller att P /2 l1 i A.
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Denna konstruktion ger s˚aledes att A = Pl1 och det a˚terst˚ar da¨rmed att visa att P a¨r
ett projektivt plan. Fo¨r detta a¨ndama˚l, betrakta tv˚a godtyckliga punkter A,B 2 A som a¨r
sammanla¨nkande av linjen AB. D˚a har vi att AB ligger i A s˚ava¨l som i P. P˚a samma sa¨tt har
vi att tv˚a godtyckliga punkter A,B⇤ a¨r sammanla¨nkade i P av den entydiga linjen AB⇤ 2 A,
som tillho¨r parallellklassen B⇤. A och B⇤ existerar enligt lemma 3.32. Vidare har vi att tv˚a
punkter A⇤, B⇤ a¨r sammanla¨nkade av linjen l1. S˚aledes har vi att tv˚a godtyckliga punkter
i P alltid a¨r sammanla¨nkade av en unik linje i P. Linjen l1 2 P korsar alla andra linjer i P i
en unik punkt. L˚at da¨rfo¨r l och m vara tv˚a linjer i P. D˚a har vi att om l \m = P i A leder
detta till att l\m = P i P, allts˚a finns det en unik ska¨rningspunkt mellan tv˚a linjer l och m
i P.
Antag ista¨llet att l \ m = ; i A. D˚a a¨r l k m vilket ger att l och m tillho¨r samma
parallellklass som vi d˚a kallar A⇤. Allts˚a ga¨ller att A⇤ 2 l \m i P enligt (iii), vilket inneba¨r
att tv˚a godtyckliga linjer i P korsar varandra i en unik punkt.
Eftersom A a¨r ett a nt plan inneh˚aller A tre icke-kolinja¨ra punkter X, Y och Z. L˚at
XY \ l1 = A⇤ i P och Y Z \ l1 = B⇤ i P. D˚a har vi att A⇤ 6= B⇤ leder till att XY , Y Z,
vilket betyder att X,Z,A⇤ och B⇤ bildar en fyrho¨rning i P. Allts˚a a¨r P ett projektivt plan.
Antag nu att A kan bildas ur tv˚a olika projektiva plan, det vill sa¨ga att A = Pl = P0l
0
.
Identitetsavbildningen a¨r d˚a en en isomorfi Pl ! P0l0 . Beviset a¨r klart tack vare fo¨ljande:
Lemma 3.35. Tv˚a a na plan Pl,P0l
0
a¨r isomorfa a¨r ekvivalent med att det existerar en
isomorfi ↵ : P0 ! P0l0 med l↵ = l0.
Bevis. Antag att ✓ : Pl ! P0l0 a¨r en isomorfi. L˚at ↵ vara definierad som ↵(X) = ✓(X), fo¨r
alla X /2 l. Vi va¨ljer n˚agot Y 2 l och fo¨r detta Y va¨ljer vi en linje m genom Y s˚adan att
m 6= l. Da¨refter definierar vi ↵(Y ) = ✓(m) \ l0. D˚a verkar ↵ p˚a alla linjer h, l 2 P, da¨r h 6= l
genom ↵(h) = ✓(h) och ↵(l) = l0. Fo¨r att se att ↵ a¨r en isomorfi beho¨ver vi visa att fo¨r
Y 2 l a¨r ↵(Y ) oberoende av vilket m vi va¨ljer. Men att ✓ a¨r en isomorfi betyder att ✓ bevarar
ekvivalensklasser, det vill sa¨ga att ✓ bevarar parallellklasserna.
Antag att nu att ↵ : P ! P0 a¨r en isomorfi mellan de projektiva planen P och P0 s˚adan
att ↵(l) = l0. D˚a har vi att ↵ a¨r en injektiv avbildning fr˚an punkterna i P till punkterna i
P0 och fr˚an linjerna i P till linjerna i P0. Vidare har vi att ↵ a¨r en isomorfi vilket betyder
att ↵ bevarar incidensrelationen. S˚aledes a¨r P och P0l
0
isomorfa och beviset fo¨r lemmat a¨r
klart.
Om A = Pl sa¨ger vi att A a¨r det a na planet som a¨r associerat med P och l 2 P. Vidare
s˚a sa¨ger vi att P a¨r associerat med A upp till isomorfi. Detta fo¨ljer fr˚an 3.34. Observera att
icke-isomorfa a na plan kan vara associerade till samma projektiva plan P. Vi a¨r nu redo
att definiera ordningen av a na plan.
Definition 3.36. L˚at P vara ett projektivt plan av ordning n och l˚at A vara ett a nt plan
associerat till P. D˚a har A samma ordning som P, det vill sa¨ga A a¨r av ordning n.
3.6 Incidensmatriser
L˚at B vara ett a¨ndligt projektiv eller a nt plan av ordning n. Vi betecknar punkterna i B
med P1, P2, ..., Pv och linjerna med l1, l2, ..., lb. D˚a har vi fo¨ljande
Definition 3.37. En incidensmatris A till B a¨r en v⇥ b-matris vars element ai,j a¨r ettor om
Pi 2 lj och nollor om Pi /2 lj .
Exempel 3.38. Vi anva¨nder Fano-planet i figur 13 i exempel 3.23 fo¨r att konstruera en
incidensmatris. Vi har tidigare sett att Fano-planet inneh˚aller sju linjer och sju punkter. Vi
definierar linjerna fr˚an kolonnerna i tabell 5 i exempel 3.23, det vill sa¨ga li ges av den i-te
kollonen i 5. D˚a har vi att D a¨r ett a¨ndligt a nt eller projektivt plan av ordning sju vars
incidensmatris ges av
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1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1
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da¨r raderna a¨r de olika punkterna och kollonerna a¨r de olika linjerna. Fr˚an matrisen kan vi
allts˚a utla¨sa att punkten 0 a¨r incident med l1, l2 och l3.
Sats 3.39. L˚at A vara en incidensmatris av ett a¨ndligt projektivt plan av ordning n. D˚a a¨r
AAT = nIv + Jv, da¨r Iv a¨r identitetsmatrisen i v⇥ v och Jv a¨r en v⇥ v-matris vars element
alla a¨r ettor.
Bevis. L˚at elementen ur AAT vara givna av (bi,j), da¨r i anger raden och j anges kolonnen. Vi
betraktar fo¨rst A’s diagonalelement. Dessa a¨r skala¨rprodukter av rad i med sig sja¨lv. I sin tur
a¨r detta summan av alla nollskilda element i rad i ur A, d˚a elementen antingen a¨r 1 eller 0.
Antalet nollskilda element i rad i a¨r detsamma som antalet linjer li som g˚ar genom punkten
Pi. Enligt definition 3.20 samt sats 3.21 a¨r dessa n+ 1 stycken fo¨r i = 1, 2, ..., n2 + n+ 1.
P˚a samma sa¨tt a¨r bi,j , da¨r i 6= j, skala¨rprodukten av rad i med kolonn j ur A. Detta a¨r
detsamma som antalet k s˚adana att ai,k = aj,k = 1. Men vi har att ai,k = 1 betyder att
Pi 2 lk och aj,k = 1 betyder att Pj 2 lk. Eftersom Pi och Pj tillsammans entydigt definierar
en linje, har vi att bi,j = 1 d˚a i 6= j. Da¨rmed a¨r beviset klart.
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4 Kollineationer
I detta kapitel introduceras konceptet kollineation av projektiva plan. Detta begrepp a¨r vik-
tigt fo¨r fortsatta studier av a¨ndliga projektiva plan. Hela kapitlet baseras mycket p˚a ka¨llorna
[AS] och [RK].
4.1 Introduktion av kollineationer
Definition 4.1. En kollineation av ett projektivt plan P (eller ett a nt plan A), a¨r en
bijektiv avbildning ↵ : P ! P som avbildar1 punkter p˚a punkter och linjer p˚a linjer, s˚adan
att bilderna av kolinja¨ra punkter a¨r kolinja¨ra.
Exempel 4.2. Nedan ser vi en kollineation av Fano-planet. Observera att alla punkter som
a¨r kolinja¨ra i det fo¨rsta planet fortfarande a¨r kolinja¨ra i det andra.
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Figur 16
Sats 4.3. Ma¨ngden av kollineationer av ett projektivt plan P, vilken vi bena¨mner med G,
bildar en grupp under sammansa¨ttning.
Bevis. Vi anva¨nder definitionen av grupper fo¨r att bevisa satsen. L˚at P vara ett projektivt
plan och l˚at G vara ma¨ngden av kollineationer av detta. Tag tv˚a godtyckliga avbildningar
↵,  2 G och l˚at   = ↵     vara sammansa¨ttningen av dessa. Att   a¨r en bijektiv avbildning
fo¨ljer direkt fr˚an att b˚ade ↵ och   a¨r det. Fo¨r att se att   avbildar kolinja¨ra punkter kolinja¨rt
tar vi tre kolinja¨ra punkter A, B och C. Vi har, d˚a   a¨r en kollineation, att  (A), (B) och
 (C) a¨r kolinja¨ra. D˚a a¨ven ↵ a¨r en kollineation ga¨ller att ↵( (A)) =  (A), ↵( (B)) =  (B)
och ↵( (C)) =  (C) a¨r kolinja¨ra. S˚aledes a¨r   en kollineation och G a¨r d˚a sluten under
sammansa¨ttning.
Vidare vill vi visa att sammansa¨ttningen a¨r associativ. Tag ↵, ,   2 G. Vi har d˚a att
[    (↵    )](x) = [ (↵    )](x) =  (↵( (x))) = (    ↵)( (x)) = [(    ↵)    ](x), vilket visar
associativiteten.
Definiera nu en kollineation i 2 G, genom x 7! x fo¨r punkter eller linjer x. Detta a¨r d˚a
identitetsavbildningen. D˚a ga¨ller fo¨r alla ↵ 2 G att (↵   i)(x) = ↵(i(x)) = ↵(x) = i(↵(x)) =
(i   ↵)(x). Det a¨r sja¨lvklart att i bevarar den fordrade incidensrelationen. Vi har d˚a att i a¨r
identitetselementet i G.
Vi vill nu se att G a¨r sluten under inversbildning. Tag ett godtyckligt element ↵ 2 G.
Definiera ↵ 1 genom
↵ 1(P ) = P1 , ↵(P1) = P fo¨r alla punkter P 2 P,
↵ 1(l) = l1 , ↵(l1) = l fo¨r alla linjer l 2 P.
Vi har d˚a att ↵ ↵ 1(P ) = ↵(↵ 1(P )) = ↵(P1) = P fo¨r alla punkter P 2 P, samt ↵ ↵ 1(l) =
↵(↵ 1(l)) = ↵(l1) = l fo¨r alla linjer l 2 P. Analogt fo¨r ↵ 1   ↵(P ) och ↵ 1   ↵(l). Allts˚a a¨r
↵ 1 invers till ↵. Avbildningen ↵ 1 : P ! P a¨r uppenbarligen bijektiv d˚a ↵ : P ! P a¨r det.
23
Den fordrade incidensrelationen fo¨r ↵ 1 f˚as direkt fr˚an att ↵ uppfyller den. Allts˚a ga¨ller att
↵ 1 2 G och G a¨r s˚aledes sluten under inversbildning.
Detta visar att (G,  ) bildar en grupp.
Anm. Med kollineationsgruppen till P menar vi G och vi betecknar dess identitetselement,
den triviala kollineationen, med i.
Utrustade med kollineationsgruppen kan kan vi formulera nedanst˚aende lemma om na¨r
tv˚a a na plan a¨r isomorfa.
Lemma 4.4. Antag l och k a¨r tv˚a godtyckliga linjer i det projektiva planet P. D˚a ga¨ller att
det a na planet Pl a¨r isomorft med det a na planet Pk om och endast om det existerar en
kollineation ↵ 2 G, s˚adan att ↵(l) = k.
Bevis. Detta fo¨ljer direkt fr˚an lemma 3.35.
Definition 4.5. En central kollineation a¨r en kollineation ↵ till vilken det finns en punkt P ,
kallad ett centrum, s˚adan att ↵(P ) = P och s˚adan att alla linjer som g˚ar da¨rigenom a¨r fixa,
det vill sa¨ga att ↵(li) = li fo¨r alla linjer li genom P .
Detta betyder allts˚a att en central kollineation endast permuterar punkterna p˚a varje
linje l 2 P som g˚ar genom centrumet.
P
↵
Figur 17: En central kollineation ↵ permuterar endast punkterna p˚a linjer genom centrumet P .
Definition 4.6. En axial kollineation a¨r en kollineation ↵ till vilken det finns en linje l,
kallad en axel, s˚adan att ↵(l) = l och s˚adan att alla punkter p˚a linjen a¨r fixa, det vill sa¨ga
att ↵(Pi) = Pi fo¨r alla punkter Pi 2 l.
En axial kollineation ↵ av ett projektivt plan P a¨r allts˚a en central kollineation av det
duala planet PD.
Sats 4.7. Varje icke-trivial central kollineation har endast ett centrum och varje icke-trivial
axial kollineation har endast en axel.
Bevis. Antag att ↵ 6= i a¨r en central kollineation med tv˚a centrum P och Q. Tag en godtycklig
punkt A 62 PQ. Vi har att PA och QA a¨r fixa linjer d˚a b˚ada g˚ar genom n˚agot centrum till ↵.
Detta medfo¨r att A a¨r en fix punkt, ty om ↵(A) = A0 s˚a ma˚ste A0 2 PA (d˚a PA fix linje) och
A0 2 QA (d˚a QA fix linje). Men tv˚a linjer ska¨r varandra i precis en punkt enligt definitionen
av projektiva plan, och vi har redan att PA \QA = A, allts˚a ma˚ste ga¨lla att ↵(A) = A fo¨r
alla A /2 PQ.
Tag nu en godtycklig punkt B 2 PQ och en linje l 6= PQ genom B. Vi har att alla
punkter B0 2 l : B0 6= B a¨r fixa punkter enligt ovan. D˚a ma˚ste a¨ven B vara en fix punkt, d˚a
kolinja¨ra punkter ska mappas kolinja¨rt enligt definitionen av kollineationer.
Att varje icke-trivial axial kollineation endast har en axel fo¨ljer nu direkt p˚a grund av
dualitetsprincipen.
Sats 4.8. L˚at P vara ett projektivt plan och ↵ : P ! P vara en kollineation av P. D˚a ga¨ller
att ↵ a¨r en central kollineation om och endast om ↵ a¨r en axial kollineation.
Bevis. Om ↵ = i har vi trivialt att satsen ga¨ller. Antag att ↵ 6= i a¨r en central kollineation.
Fo¨r att visa implikation a˚t ho¨ger ma˚ste vi visa att ↵ har en axel.
Om det finns en fix linje l som ej g˚ar genom P ma˚ste denna vara en axel. Fo¨r att se detta
l˚ater vi linjerna genom P betecknas mi. Dessa linjer a¨r fixa och s˚aledes kan en punkt fr˚an
en av linjerna inte avbildas p˚a en punkt p˚a en annan linje. Om l d˚a inte skulle vara en axel
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betyder det att n˚agra av punkterna mi \ l skulle avbildas p˚a varandra och s˚aledes att de
skulle avbildas p˚a en annorlunda linje mi, vilket strider mot att de linjerna a¨r fixa.
m1 \ l
m2 \ l
m3 \ l
m1
m2
m3
l
P
Figur 18
Om det finns en fix linje l som ej g˚ar genom P ma˚ste denna allts˚a vara en axel och s˚aledes
a¨r ↵ en axial kollineation med den unika axeln l, da¨r entydigheten f˚as fr˚an att ↵ a¨r icke-trivial
samt sats 4.7.
Vi har s˚aledes att alla fixa linjer, utom mo¨jligtvis en, g˚ar genom centrumet P . D˚a det
totalt finns n2+n+1 linjer i det projektiva planet och endast n+1 stycken genom P , ma˚ste
det finnas n˚agon linje h som ej a¨r fix. L˚at d˚a A = h \ ↵(h). Vi har att A 6= P ty P /2 h (d˚a
h ej a¨r fix). A och P sammanbinds av den fixa linjen AP . Detta betyder att ↵(A) 2 PA och
↵(A) 2 h. D˚a h\PA = A a¨r den entydiga ska¨rningspunkten ga¨ller att ↵(A) = A och s˚aledes
har vi att A a¨r en fix punkt.
Tag en godtycklig punkt B 2 PA,B 6= P,B 6= A. Vi har d˚a att det finns en linje k genom
B som ej a¨r fix, ty det finns n + 1 linjer genom B, da¨r n   2, och maximalt tv˚a stycken av
dessa kan vara fixa.
h ↵(h)
A BP
Figur 19
L˚at C = k \ ↵(k). Genom samma resonemang som vi fo¨rde fo¨r A, f˚ar vi att C a¨r en fix
punkt. Vi har a¨ven att C 6= P och C 6= A d˚a k 6= PA och tv˚a linjer (k och PA) entydigt
definierar en punkt, enligt definitionen av projektiva plan.
Vi har att linjen AC ma˚ste vara fix. Fo¨r att se detta tar vi en godtycklig punkt Qi 2 AC.
D˚a ga¨ller att A,Qi och C a¨r kolinja¨ra. Enligt definitionen av kollineationer ma˚ste d˚a A,↵(Qi)
och C vara kolinja¨ra. Allts˚a permuteras endast punkterna Qi 2 AC och s˚aledes a¨r linjen fix.
Vi f˚ar tv˚a fall:
Fall 1: P /2 AC. D˚a har vi enligt ovan att AC a¨r den unika axeln:
h ↵(h)
k ↵(k)A B
C
P
Figur 20
Fall 2: P 2 AC. D˚a har vi att C 2 PA\ k och B 2 PA\ k. D˚a ska¨rningspunkten mellan
tv˚a linjer a¨r entydigt besta¨md i projektiva plan har vi att C = B och B a¨r d˚a en fix punkt.
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h ↵(h)
k↵(k)
A B = CP
Figur 21
Vi har att punkterna P,A och B a¨r fixa punkter. Om det projektiva planet a¨r Fano-
planet, s˚a a¨r linjen PAB en axel. Om det inte a¨r Fano-planet, tag en godtycklig punkt
D 2 PAB,D /2 {P,A,B}. Enligt samma resonemang som ovan har vi att det finns en icke-
fix linje m genom D. L˚at E = m \ ↵(m). Om E /2 PAB har vi att AE och BE a¨r fixa, p˚a
samma sa¨tt som AC fo¨rut bedo¨mdes vara fix. Detta strider enligt sats 4.7 mot v˚art antagande
att ↵ ej a¨r trivial. Allts˚a ma˚ste E 2 PAB och eftersom E = PAB \m och D = PAB \m
har vi att E = D. D a¨r d˚a en fix punkt. D˚a D valdes godtyckligt har vi att alla punkter p˚a
linjen PAB ma˚ste vara fixa och det a¨r s˚aledes en axel.
Vi har nu visat att en central kollineation no¨dva¨ndigtvis har en axel och da¨rmed a¨r en axial
kollineation. Att en axial kollineation a¨r en central kollineation f˚as fr˚an dualitetsprincipen.
Vi har allts˚a att centrala kollineationer och axiala kollineationer a¨r ekvivalenta begrepp.
Vi kommer mestadels i fortsa¨ttningen att referera till en s˚adan kollineation som central. Det
finns tv˚a typer av centrala kollineationer:
• kollineationer da¨r centrumet ligger p˚a axeln,
• kollineationer da¨r centrumet inte ligger p˚a axeln.
Kolla igen p˚a kollineationen i exempel 4.2. Vi ser att kollineationen varken har ett centrum
eller en axel.
Exempel 4.9. Betrakta den centrala kollineationen ↵ av Fano-planet nedan. Vi ser att 0
avbildas p˚a 0 och att alla linjer som g˚ar da¨rigenom a¨r fixa, allts˚a a¨r detta centrumet fo¨r ↵.
A¨ven 2 och 6 avbildas p˚a sig sja¨lva, allts˚a a¨r linjen 026 axeln. Notera att de andra linjerna
genom 2 och 6 inte a¨r fixa.
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Figur 22
Sats 4.10. En central kollineation ↵ av ett projektivt plan P a¨r unikt besta¨md av centrumet
P , axeln l och en punkt Q : Q 6= P,Q /2 l tillsammans med dess bild ↵(Q).
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Bevis. Tag n˚agon punkt A 2 P s˚adan att A 6= P , A 6= Q, A 6= ↵(Q), A /2 l. Linjen PA a¨r fix
d˚a den g˚ar genom centrumet P . Da¨rfo¨r har vi att ↵(A) 2 PA.
Betrakta nu punkten B = AQ \ l. D˚a l a¨r kollineationens axel har vi att ↵(B) = B.
Eftersom A, Q och B a¨r kolinja¨ra ma˚ste a¨ven ↵(A), ↵(Q) och ↵(B) = B vara det. Vi har d˚a
att ↵(A) 2 ↵(Q)B. Men d˚a har vi att ↵(A) = ↵(Q)B \ PA, ska¨rningspunkten mellan tv˚a
redan ka¨nda linjer. Allts˚a a¨r ↵(A) entydigt besta¨md av P , l, Q och ↵(Q).
Notera att denna sats leder till att alla punkter (linjer) som inte a¨r incidenta med axeln
eller centrumet ma˚ste avbildas p˚a n˚agon annan punkt (linje) av en icke-trivial central kolli-
neation, ty om en s˚adan punkt (linje) skulle avbildas p˚a sig sja¨lv s˚a skulle den unika centrala
kollineation som besta¨ms av centrumet, axeln samt denna punkt (linje), vara identitetsav-
bildningen.
Exempel 4.11. Studera igen Fano-planet fr˚an exempel 4.9. Givet centrumet 0, axeln 026
och en punkt med dess bild kan vi entydigt besta¨mma bilden av de andra punkterna. Vi kan
utg˚a fr˚an att vi vet att ↵(5) = 4. Tag d˚a n˚agon annan punkt, t.ex. 3. D˚a 3 a¨r kolinja¨r med
5 och 2, ma˚ste ↵(3) vara kolinja¨r med ↵(5) = 4 och ↵(2) = 2. Vi har allts˚a att ↵(3) = 1. P˚a
liknande sa¨tt kan vi besta¨mma resten av punkterna.
Definition 4.12. (i) En (P, l)-kollineation a¨r en central kollineation med centrumet P och
axeln l.
(ii) En homologi a¨r en central kollineation da¨r centrumet inte ligger p˚a axeln.
(iii) En elation a¨r en central kollineation da¨r centrumet ligger p˚a axeln.
Exempel 4.13. Vi har att identitetsavbildningen i a¨r en (P, l)-kollineation fo¨r alla punkter
P 2 P och alla linjer l 2 P.
Vi har redan sett exempel p˚a en (P, l)-kollineation av Fano-planet, da¨r centrumet l˚ag p˚a
axeln, det vill sa¨ga var en elation. (exempel 4.9). L˚at oss nu underso¨ka fallet d˚a centrumet
inte ligger p˚a axeln, det vill sa¨ga en homologi.
Exempel 4.14. L˚at ↵ vara (5, 026)-kollineationen av Fano-planet. Tag en punkt, t.ex. 3. D˚a
denna a¨r kolinja¨r med 5 och 2 ma˚ste bilden ↵(3) vara kolinja¨r med ↵(5) = 5 och ↵(2) = 2,
det vill sa¨ga vi ma˚ste ha att ↵(3) = 3. Samma resonemang fo¨r de andra punkterna leder oss
till slutsatsen att (5, 026)-kollineationen av Fano-planet a¨r identitetskollineationen.
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Figur 23
Det a¨r la¨tt att p˚a liknande sa¨tt se att alla homologier av Fano-planet a¨r identitetkolline-
ationen.
Sats 4.15. Givet ett centrum P och en axel l har vi att ma¨ngden av alla (P, l)-kollineationer
bildar en delgrupp till kollineationsgruppen. Denna betecknar vi med G(P,l).
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Bevis. Vi visar detta med hja¨lp av delgruppskriteriet.
Vi har att G(P,l) a¨r icke-tom d˚a identitetsavbildningen i trivialt a¨r en (P, l)-kollineation
(vilket vi p˚apekade i exempel 4.13).
Vi vill visa att G(P,l) a¨r sluten under komposition. L˚at ↵ och   vara tv˚a (P, l)-kollineationer.
Enligt sats 4.3 vet vi att ↵   a¨r en kollineation. Vi ma˚ste d˚a visa att ↵   har axeln l och cent-
rumet P . Tag en godtycklig punkt Q 2 l. Vi har d˚a att (↵    )(Q) = ↵( (Q)) = ↵(Q) = Q.
Allts˚a a¨r l axeln till ↵    . Tag nu en godtycklig linje m genom P . Vi har att (↵    )(m) =
↵( (m)) = ↵(m) = m. Allts˚a a¨r P centrumet till ↵  . Da¨rmed a¨r ↵   en (P, l)-kollineation
och G(P,l) a¨r s˚aledes slutet under komposition.
Det a˚terst˚ar nu att visa att G(P,l) a¨r sluten under inversbildning. Tag ett godtyckligt
element ↵ 2 G(P,l). Definiera nu ↵ 1 genom
↵ 1(P ) = P1 , ↵(P1) = P fo¨r alla punkter P 2 P,
↵ 1(l) = l1 , ↵(l1) = l fo¨r alla linjer l 2 P.
Enligt beviset till sats 4.3 a¨r ↵ 1 nu en kollineation. Fo¨r att se att det a¨r en (P, l)-kollineation
betraktar vi fo¨rst linjen l. Vi har att ↵(l) = l, vilket enligt defintionen av ↵ 1 a¨r ekvivalent
med ↵ 1(l) = l. Detta a¨r allts˚a en fix linje. Tag nu en godtycklig punkt Q som ligger p˚a
l. D˚a har vi att ↵(Q) = Q, vilket a¨r ekvivalent med ↵ 1(Q) = Q. Alla punkter p˚a linjen l
a¨r s˚aledes fixa och da¨rmed a¨r l en axel. Betrakta nu punkten P . Vi har att ↵(P ) = P a¨r
ekvivalent med ↵ 1(P ) = P och allts˚a a¨r P en fix punkt. Tag nu en godtycklig linje m som
g˚ar genom P . D˚a m a¨r en fix linje fo¨r ↵ och ↵(m) = m a¨r ekvivalent med att ↵ 1(m) = m,
har vi att m a¨ven a¨r en fix linje fo¨r ↵ 1. Da¨rmed a¨r ↵ 1 en (P, l)-kollineation och beviset a¨r
klart.
Lemma 4.16. L˚at P vara ett projektivt plan, l˚at ↵ 2 G(P,l) och   vara tv˚a kollineationer av
P. D˚a ga¨ller att     ↵     1 2 G( (P ), (l)).
Bevis. Tag en punktX s˚a attX =  (L) fo¨r n˚agon punkt L 2 l. Vi har d˚a att  (↵(  1(X))) =
 (↵(L)) =  (L) = X och s˚aledes a¨r  (l) axeln till kollineationen    ↵     1. Tag nu en linje
m s˚adan att m =  (p) fo¨r n˚agon linje p genom P . Vi har d˚a att  (↵(  1(m))) =  (↵(p)) =
 (p) = m. Da¨rmed a¨r  (P ) centrumet till kollineationen och beviset a¨r klart.
Sats 4.17. L˚at P vara ett projektivt plan och l˚at G(l,l) beteckna ma¨ngden av alla (P, l)-
kollineationer fo¨r alla P 2 l. D˚a ga¨ller att G(l,l) a¨r en grupp under sammansa¨ttning.
Bevis. Vi bevisar detta med hja¨lp av delgruppskriteriet. Fo¨rst och fra¨mst s˚a ga¨ller att G(l,l) 6=
;, d˚a id 2 G(l,l).
L˚at ↵ 2 G(A,l) och   2 G(B,l), da¨r A,B 2 l, vara tv˚a kollineationer av P. Vi ma˚ste nu
visa att sammansa¨ttningen ↵     av dessa a¨r en (C, l)-kollineation fo¨r n˚agot C 2 l. Tag en
godtycklig punkt L 2 l. D˚a ga¨ller att (↵    )(L) = ↵( (L)) = ↵(L) = L. Allts˚a har vi att
↵     a¨r en axial kollineation med axeln l.
D˚a axiala kollineationer och centrala kollineation a¨r ekvivalenta begrepp enligt sats 4.8,
har vi att ↵   har ett centrum, C. Vi vill visa att C 2 l. Vi go¨r detta med ett motsa¨gelsebevis
och antar d˚a att C /2 l. Tag en punkt X 2 BC \ {B,C}. D˚a ma˚ste  (X) 2 BC ty   2 G(B,l).
Vi har d˚a att ↵( (X)) 2 A (X)\{ (X), A} och s˚aledes a¨r C, X och ↵( (X)) icke-kolinja¨ra,
vilket motsa¨ger att C skulle vara centrumet. Allts˚a ma˚ste C ligga p˚a axeln l och s˚aledes a¨r
G(l,l) sluten under sammansa¨ttning.
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Inversen ↵ 1 till en (l, l)-kollineation ↵ a¨r en (l, l)-kollineation, d˚a centrumet och axeln
a¨r samma som fo¨r ↵ enligt sats 4.15. Da¨rmed a¨r beviset klart.
Lemma 4.18. L˚at P vara ett projektivt plan och l˚at ↵ 2 G(A,l) och   2 G(B,l), da¨r A 6= B,
vara tv˚a icke-triviala kollineationer av P. D˚a ga¨ller att ↵   2 G(C,l), att denna a¨r icke-trivial
och att C 6= A,C 6= B.
Bevis. Vi har att l a¨r axeln till ↵     ty ↵( (L)) = ↵(L) = L fo¨r alla L 2 l. Allts˚a a¨r ↵    
en axial kollineation och enligt sats 4.8 finns det a¨ven ett centrum C till denna.
Vi har att A inte a¨r centrumet ty tag en linje a 6= l genom A. Vi har att  (a) = a0 fo¨r
n˚agon linje a0 6= a, a0 6= l, d˚a   a¨r icke-trivial med centrumet B 6= A. (Detta framg˚ar ur fo¨rsta
delen av beviset till sats 4.8.) Vi har ocks˚a att ↵(a0) 6= a d˚a a a¨r en fix linje till ↵. S˚aledes a¨r
A 6= C.
Vi har a¨ven att B inte a¨r centrumet ty tag en linje b 6= l genom B. Vi har att ↵( (b)) =
↵(b) 6= b d˚a b 6= l och A 6= B a¨r centrumet till den icke-triviala kollineationen ↵.
Fo¨r att se att ↵     a¨r icke-trivial tar vi en punkt X /2 l, X 6= A, X 6= B. Vi har d˚a att
↵( (BX)) = ↵(BX) 6= BX, d˚a linjen BX a¨r skild fr˚an l, ↵ a¨r icke-trivial och BX a¨r s˚aledes
inte en fix linje.
Sats 4.19. L˚at P vara ett projektivt plan. Om det finns tv˚a icke-triviala kollineationer av P
med axeln l och centrumen A respektive B, da¨r A,B 2 l, s˚a ga¨ller att G(l,l) a¨r abelsk.
Bevis. L˚at ↵ 2 G(A,l) och   2 G(B,l), da¨r A 6= B och A,B 2 l, vara tv˚a icke-triviala
kollineationer av P. Lemma 4.16 ger nu att     ↵     1 2 G( (A), (l)), och d˚a   har axeln l
och A 2 l ga¨ller s˚aledes att     ↵     1 2 G(A,l). P˚a samma sa¨tt f˚as att ↵       ↵ 1 2 G(B,l).
Betrakta nu kollineationen    ↵   1  ↵ 1. D˚a denna kan skrivas som     (↵   1  ↵ 1)
och vi f˚ar d˚a enligt lemma 4.16 att     ↵     1   ↵ 1 2 G(B,l). Analogt kan kollineationen
skrivas (    ↵     1)   ↵ 1 och allts˚a f˚ar vi att     ↵     1   ↵ 1 2 G(A,l). S˚aledes har vi att
    ↵     1   ↵ 1 2 G(A,l) [ G(B,l), men d˚a A 6= B och ingen icke-trivial kollineation enligt
sats 4.7 kan ha fler a¨n ett centrum, ma˚ste ga¨lla att     ↵     1   ↵ 1 = id. Detta leder till
att     ↵ = ↵    .
Det a˚terst˚ar att visa att    ↵ = ↵    d˚a ↵ 2 G(P,l) och   2 G(P,l) fo¨r n˚agon punkt P 2 P.
L˚at ↵,  2 G(A,l) fo¨r n˚agot A 2 l vara icke-triviala och l˚at   2 G(B,l), da¨r B 2 l, B 6= A. Enligt
ovan har vi d˚a att     ↵ = ↵     och       =      . Fr˚an lemma 4.18 f˚ar vi att centrumet till
↵     inte a¨r A, men ligger p˚a l enligt sats 4.17. S˚aledes kommuterar ↵     med  . Vi har d˚a
    (↵    ) = (↵    )     =
= ↵   (     ) =
= ↵        ,
vilket ger oss att     ↵ = ↵     genom att kancellera  .
4.2 (P, l)-transitivitet
Vi info¨r nu egenskapen (P, l)-transitivitet. Som vi kommer att ma¨rka a¨r denna viktig fo¨r
underso¨kning av strukturen hos projektiva plan.
Definition 4.20. Ett projektivt plan P kallas (P, l)-transitivt om det fo¨r varje par av di-
stinkta punkter X,Y 6= P i P s˚adana att X,Y /2 l och PX = PY , finns en (P, l)-kollineation
↵ s˚adan att ↵(X) = Y .
Sats 4.21. Antag att ett projektivt plan P a¨r (P, l)-transitivt. D˚a a¨r P a¨ven (↵(P ),↵(l))-
transitivt, fo¨r alla kollineationer ↵.
Bevis. L˚at P 0 = ↵(P ) och l0 = ↵(l). Tag tv˚a distinkta punkter X 0, Y 0 /2 l, X 0, Y 0 6= P 0 som
a¨r kolinja¨ra med P . Vi vill visa att det finns en (↵(P ),↵(l))-kollineation som avbildar X 0 p˚a
Y 0.
L˚at X = ↵ 1(X 0) och Y = ↵ 1(Y 0). Vi har att ↵ 1(P 0) = P och ↵ 1(l0) = l. D˚a ↵ 1 a¨r
en kollineation har vi att P , X och Y a¨r kolinja¨ra, och att X,Y /2 l samt X,Y 6= P . D˚a P a¨r
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(P, l)-transitivt finns det en kollineation   2 G(P,l) s˚a att  (X) = Y . L˚at nu   = ↵      ↵ 1.
Vi har d˚a att
 (X 0) = ↵( (↵ 1(X 0))) = ↵( (X)) = ↵(Y ) = Y 0,
vilket a¨r den efterso¨kta egenskapen hos v˚ar (↵(P ),↵(l))-kollineation. Om vi kan visa att
  a¨r en (P 0, l0)-kollineation s˚a a¨r vi allts˚a klara. L˚at L0 vara n˚agon punkt p˚a l0, och l˚at
L = ↵ 1(L0). Vi har d˚a att L ligger p˚a l (d˚a ↵(l) = l0) och s˚aledes
 (L0) = ↵( (↵ 1(L0))) = ↵( (L)) = ↵(L) = L0,
da¨r den tredje likheten kommer fr˚an att l a¨r axeln till  . S˚aledes a¨r l0 axeln till  . L˚at nu
p0 vara n˚agon linje som g˚ar genom P 0, och l˚at p = ↵ 1(p0). Vi har att p g˚ar genom P (d˚a
↵(P ) = P 0). Vi f˚ar att
 (p0) = ↵( (↵ 1(p0))) = ↵( (p)) = ↵(p) = p0,
da¨r den tredje likheten kommer fr˚an att P a¨r centrumet till  . Vi har nu visat att P 0 a¨r
centrumet till  , och s˚aledes finns det en (P 0, l0)-kollineation som avbildar X 0 p˚a Y 0. Da¨rmed
a¨r P (↵(P ),↵(l))-transitivt om det a¨r (P, l)-transitivt och ↵ a¨r n˚agon kollineation av P.
D˚a definitionen av (P, l)-transitivitet inneba¨r att man ma˚ste ta ha¨nsyn till alla punkter
som inte ligger p˚a l eller a¨r lika med P , kan vi formulera fo¨ljande sats, med vilken vi bara
beho¨ver underso¨ka en linje och dess punkter, och da¨rmed kommer vi la¨ttare kunna bevisa
att ett plan a¨r (P, l)-transitivt.
Sats 4.22. Ett projektivt plan P a¨r (P, l)-transitivt om det finns en punkt Q 6= P,Q /2 l s˚adan
att fo¨r varje punkt R 2 PQ: R 6= P , R /2 l finns det en (P, l)-kollineation ↵ som avbildar Q
p˚a R.
Bevis. L˚at P vara ett projektivt plan med en punkt P och en linje l. Antag att fo¨r en punkt
Q 6= P,Q /2 l ga¨ller det att fo¨r varje punkt R 2 PQ: R 6= P , R /2 l finns det en kollineation
↵ 2 G(P,l) som avbildar Q p˚a R. Vi vill visa att det fo¨r varje par av distinkta punkter,
kolinja¨ra med P , men varav ingen av dem a¨r P eller ligger p˚a l, finns en (P, l)-kollineation ↵
som avbildar den ena punkten p˚a den andra.
Vi bo¨rjar med fallet d˚a de tv˚a punkterna, som vi kallar R1 och R2, ligger p˚a linjen
PQ, se figur 25. Vi vet enligt antagandena att det finns en (P, l)-kollineation ↵ s˚adan att
↵(Q) = R1 och att det finns en (P, l)-kollineation   s˚adan att  (Q) = R2. D˚a ma¨ngden av
(P, l)-kollineationer bildar en grupp under sammansa¨ttning enligt sats 4.15, f˚ar vi att det
finns en (P, l)-kollineation   =     ↵ 1 s˚adan att  (R1) = R2.
Q
R1
R2
P
Figur 25
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Vi vill nu underso¨ka fallet d˚a de tv˚a punkterna a¨r kolinja¨ra med P , men inte ligger p˚a
QP . Vi tar ytterligare tv˚a godtyckliga punkter Q1 6= P och Q2 6= P som ej ligger p˚a l, men
a¨r kolinja¨ra med P (se figur 26). Vi antar nu a¨ven att de inte ligger p˚a PQ och ska d˚a visa
att det finns en (P, l)-kollineation som avbildar Q1 p˚a Q2. Tag en punkt R 2 l, som varken
a¨r incident med QP eller Q1Q2. Definiera R1 = RQ1 \PQ och R2 = RQ2 \PQ, se figur 26.
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Figur 26
Som vi har sett finns det en (P, l)-kollineation ↵ s˚adan att ↵(R1) = R2. Vi har att ↵(P ) =
P , ↵(QP ) = QP samt ↵(Q1Q2) = Q1Q2. D˚a Q1 = RR1 \Q1Q2 och Q2 = RR2 \Q1Q2 f˚ar
vi att ↵(Q1) = ↵(RR1 \ Q1Q2) = RR2 \ Q1Q2 = Q2. Vi har s˚aledes att det alltid finns en
(P, l)-kollineation mellan tv˚a punkter som uppfyller relevanta villkor, och da¨rmed a¨r planet
(P, l)-transitivt.
Sats 4.23. Om ett projektivt plan P a¨r (P, l)-transitivt och (Q, l)-transitivt fo¨r tv˚a distinkta
punkter P,Q 2 l, s˚a a¨r P (R, l)-transitivt fo¨r alla punkter R 2 l.
Bevis. L˚at R 2 l \ {P,Q} och l˚at P1, P2 /2 l vara tv˚a distinkta punkter kolinja¨ra med R. L˚at
sedan l1 = PP1, l2 = QP2 och Q1 = l1 \ l2 (se figur 27).
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Figur 27
D˚a P a¨r (P, l)-transitivt ga¨ller att det finns en kollineation f 2 G(P,l) s˚adan att f(P1) = Q1.
D˚a P a¨r (Q, l)-transitivt finns det a¨ven en kollineation g 2 G(Q,l) s˚adan att g(Q1) = P2.
Sammansa¨ttningen g f bildar d˚a en kollineation enligt sats 4.3, och det ga¨ller att (g f)(P1) =
P2. Vi ma˚ste nu visa att g   f 2 G(R,l).
Att axeln ges av l ser vi genom att ta en godtycklig punkt L 2 l. Denna avbildas d˚a som
(g   f)(L) = g(f(L)) = g(L) = L, d˚a b˚ade f och g har l som axel.
Fo¨r att se att R a¨r centrumet ska vi visa att linjen P1P2 a¨r en fix linje. Tag en godtycklig
punkt X 2 P1P2. Vi har att P1, X och R a¨r kolinja¨ra. D˚a f a¨r en kollineation betyder detta
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att f(P1) = Q1, f(X) och f(R) = R a¨r kolinja¨ra. I sin tur leder detta till att g(Q1) = P2,
g(f(X)) och g(R) = R a¨r kolinja¨ra d˚a g a¨r en kollineation. Allts˚a har vi att linjen P1P2 a¨r
en fix linje. D˚a vi vet att g   f a¨r icke-trivial och att l a¨r axeln vet vi att centrumet ma˚ste
ligga p˚a P1P2. Men enligt sats 4.17 ma˚ste centrumet ligga p˚a linjen l och s˚aledes ga¨ller att
centrumet a¨r l \ P1P2 = R.
Da¨rmed a¨r det bevisat att det fo¨r en godtycklig punkt R 2 l, och tv˚a godtyckliga punkter
kolinja¨ra med denna, alltid finns en (R, l)-kollineation som avbildar den ena punkten p˚a den
andra. Enligt sats 4.22 a¨r d˚a P (R, l)-transitivt fo¨r alla R 2 l.
Denna sats leder oss upp till fo¨ljande definition.
Definition 4.24. Om ett projektivt plan P a¨r (P, l)-transitivt fo¨r alla P 2 l, s˚a sa¨ger vi att
P a¨r (l, l)-transitivt. Analogt a¨r P (P, P )-transitivt om P a¨r (P, l)-transitivt fo¨r alla linjer l
som g˚ar genom punkten P .
4.3 Desargiska plan
I detta avsnitt ska vi behandla det viktiga begreppet Desargues-konfiguration. Plan med
s˚adana konfigurationer har mer struktur a¨n andra.
Definition 4.25. I ett projektivt plan P kallas ma¨ngden av punkter och linjer {A1, A2, A3}[
{A1A2, A1A3, A2A3}, da¨r A1, A2, A3 2 P a¨r tre icke-kolinja¨ra punkter, fo¨r en triangel.
Vi kommer i fortsa¨ttningen att referera till en s˚adan triangel som triangeln A1A2A3, d˚a
det inte r˚ader n˚agon tvetydighet om vilken som a˚syftas.
Definition 4.26. Tv˚a trianglar A1A2A3 och B1B2B3, da¨r ingen av trianglarnas ho¨rn ligger
p˚a punkten P , sa¨gs vara perspektiva fr˚an P, alternativt vara i centralt perspektiv fr˚an P om
P 2 AiBi, i 2 {1, 2, 3}.
Exempel 4.27. I figuren nedan a¨r trianglarna A1A2A3 och B1B2B3 perspektiva mot punk-
ten P .
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Figur 28
Vi ska nu se hur vi kan va¨lja tv˚a trianglar ifr˚an ett projektivt plan som a¨r i centralt
perspektiv fr˚an en punkt P , givet en (P, l)-kollineation av planet.
L˚at P vara ett projektivt plan och ↵ : P! P vara en icke-trivial (P, l)-kollineation unikt
besta¨md av centrumet P , axeln l och ↵(X) = X˜, X /2 l, X 6= P (enligt sats 4.10). L˚at
Y, Z /2 l, Y, Z 6= P vara tv˚a punkter s˚adana att PXY Z bildar en fyrho¨rning. Vi har att
XY Z bildar en triangel, d˚a de ej a¨r kolinja¨ra. L˚at Y˜ = ↵(Y ) och Z˜ = ↵(Z). Vi har nu a¨ven
32
att X˜Y˜ Z˜ bildar en triangel. D˚a X˜ 2 PX, Y˜ 2 PY och Z˜ 2 PZ har vi att P = XX˜\Y Y˜ \ZZ˜
och s˚aledes ser vi att trianglarna XY Z och X˜Y˜ Z˜ a¨r i centralt perspektiv fr˚an punkten P .
Definition 4.28. Tv˚a trianglar A1A2A3 och B1B2B3 sa¨gs vara perspektiva fr˚an linjen l,
alternativt vara i axialt perspektiv fr˚an l om
(i) A1A2 \B1B2 2 l,
(ii) A1A3 \B1B3 2 l, och
(iii) A2A3 \B2B3 2 l.
Exempel 4.29. I figuren nedan a¨r trianglarna A1A2A3 och B1B2B3 perspektiva fr˚an linjen l.
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Figur 29
Vi ser nu a˚terigen p˚a trianglarna XY Z och X˜Y˜ Z˜ definierade ovan. Vi vill nu underso¨ka
ska¨rningspunkterna XY \X˜Y˜ , XZ\X˜Z˜ och Y Z\Y˜ Z˜. D˚a P a¨r ett projektivt plan har vi att
ska¨rningspunkten XY \X˜Y˜ a¨r unik. L˚at L beteckna ska¨rningspunkten XY \ l. D˚a l a¨r axeln
fo¨r kollineationen har vi att ↵(L) = L, varfo¨r vi kan dra slutsatsen att XY \ X˜Y˜ = L 2 l. Vi
har ocks˚a att P /2 XY och P /2 X˜Y˜ d˚a PXY Z bildar en fyrho¨rning. Vi f˚ar d˚a att XY \ X˜Y˜
ligger p˚a linjen l.
Samma resonemang ga¨ller fo¨r de tv˚a andra ska¨rningspunkterna. Vi har efter detta att
XY \X˜Y˜ , XZ\X˜Z˜ och Y Z\ Y˜ Z˜ ligger p˚a en och samma linje (l) och s˚aledes a¨r trianglarna
XY Z och X˜Y˜ Z˜ i axialt perspektiv fr˚an linjen l.
Detta leder oss fram till na¨sta definition:
Definition 4.30. Ma¨ngden av de tio punkterna {P ;A1, A2, A3;B1, B2, B3;A1A2\B1B2, A1A3\
B1B3, A2A3\B2B3}, da¨r A1A2\B1B2, A1A3\B1B3 och A2A3\B2B3 ma˚ste vara kolinja¨ra,
A1A2A3 och B1B2B3 perspektiva fr˚an punkten P samt perspektiva fr˚an linjen som samman-
binds av A1A2 \B1B2, A1A3 \B1B3 och A2A3 \B2B3, kallas en Desargues-konfiguration.
Vi kan nu konstatera att trianglarna XY Z och X˜Y˜ Z˜ tillsammans med punkten P och
linjen l bildar en Desargues-konfiguration.
Exempel 4.31. I figuren nedan a¨r punkterna ordnade fo¨r att bilda en Desargues-konfiguration.
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Figur 30
Definition 4.32. L˚at P vara ett projektivt plan och l˚at A1A2A3 och B1B2B3 vara tv˚a
trianglar perspektiva fr˚an en punkt P . P sa¨gs d˚a vara (P, l)-desargiskt om A1A2 \B1B2 2 l
och A1A3 \A1A3 2 l leder till att A2A3 \B2B3 2 l.
Notera att de tv˚a punkterna A1A2 \B1B2 och A1A3 \B1B3 alltid a¨r kolinja¨ra (ty de a¨r
endast tv˚a punkter och tv˚a punkter binds alltid samman av en linje, enligt definitionen av
projektiva plan).
Vi kan nu sammanfatta v˚ar tidigare analys av XY Z och X˜Y˜ Z˜ i fo¨ljande lemma.
Lemma 4.33. L˚at P vara ett projektivt plan, ↵ en (P, l)- kollineation av P, och   = A1A2A3
en triangel s˚adan att Ai 6= P,Ai /2 l, i 2 {1, 2, 3} och PAi 6= PAj, i 6= j. D˚a a¨r  ˜ =
↵(A1)↵(A2)↵(A3) en triangel s˚adan att   och  ˜ a¨r perspektiva fr˚an P och l.
Sats 4.34. Ett projektivt plan P a¨r (P, l)-desargiskt om och endast om det a¨r (P, l)-transitivt.
Bevis. Vi bo¨rjar med att anta att P a¨r (P, l)-transitivt. Vi vill d˚a visa att det a¨r (P, l)-
desargiskt. L˚at A1A2A3 och B1B2B3 vara tv˚a trianglar perspektiva fr˚an P , s˚adana att X =
A1A2 \ B1B2 och Y = A1A3 \ B1B3 ligger p˚a l. Vi ma˚ste d˚a visa att Z = A2A3 \ B2B3
ligger p˚a l.
D˚a P a¨r (P, l)-transitivt finns det en kollineation ↵ 2 G(P,l) s˚adan att ↵(A1) = B1. Vi har
d˚a att
↵(A2) = ↵(A1X \A2B2) = ↵(A1X) \ ↵(A2B2) = B1X \A2B2 = B1B2 \A2B2 = B2,
da¨r den fo¨rsta likheten kommer fr˚an att A2 2 A1X och A2 2 A2B2, och den tredje fr˚an att
punkten X och linjen A2A3 a¨r fixa. Analogt f˚ar vi
↵(A3) = ↵(A1Y \A3B3) = ↵(A1Y ) \ ↵(A3B3) = B1Y \A3B3 = B1B3 \A3B3 = B3.
34
D˚a vi nu har att ↵(Ai) = Bi, och X,Y 2 l f˚ar vi nu enligt lemma 4.33 att Z 2 l och
s˚aledes a¨r planet (P, l)-desargiskt.
Fo¨r att p˚avisa den motsatta implikationen antar vi att P a¨r (P, l)-desargiskt. Tag tv˚a
godtyckliga punkter X och Y kolinja¨ra med P och som inte ligger p˚a l. Vi vill visa att
det finns en (P, l)-kollineation ↵ med egenskapen att ↵(X) = Y . Fo¨r att go¨ra detta f˚ar vi
fo¨rst definiera en avbildning ↵, vilken avbildar X p˚a Y , och sedan verifiera att det a¨r en
kollineation. D˚a vi vill att l ska vara axeln definierar vi ↵(Li) = Li fo¨r alla Li 2 l, samt
↵(P ) = P d˚a detta ska vara v˚art centrum. Fo¨r att definiera ↵ fo¨r punkter Qj som ej ligger
p˚a l eller p˚a XY , bo¨rjar vi med att l˚ata Q0j = XQj \ l. Vi har d˚a att Qj = Q0jX \ PQ och
s˚aledes
↵(Qj) = ↵(Q
0
jX \ PQj) = ↵(Q0jX) \ ↵(PQj) = Q0jY \ PQj , (1)
da¨r den sista likheten kommer fr˚an att Q0j ligger p˚a l och a¨r s˚aledes fix, samt att linjen PQj
ska vara fix. I figur 31 visas hur Q1 definieras med hja¨lp av ekvation (1).
l
X
Y
Q01
Q1
↵(Q1)
P
Figur 31
Fo¨r att definiera ↵(Rk) fo¨r punkterna Rk 2 XY kan vi anva¨nda n˚agon av de andra
punkterna Qj , sa¨g Q1, som vi definierat ↵ fo¨r. Vi l˚ater Ak = RkQ1 \ l, f˚ar Rk = XY \AkQ1
och kan s˚aledes definiera
↵(Rk) = ↵(XY ) \ ↵(AkQ1) = XY \Ak↵(Q1), (2)
da¨r sista likheten kommer fr˚an att linjen XY ska vara fix liksom punkten Ak 2 l. Ja¨mfo¨r
med ekvation (1). V˚ar avbildning har nu axeln l och centrumet P . I figur 32 visas hur en
punkt R 2 XY definieras med hja¨lp av ekvation (2).
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Figur 32
Vi har nu definierat en automorfi ↵ och det a˚terst˚ar att visa (i) att ↵ avbildar kolinja¨ra
punkter kolinja¨rt och (ii) att ↵ a¨r va¨ldefinierad.
(i) Fo¨r att se att ↵ avbildar kolinja¨ra punkter kolinja¨rt f˚ar vi underso¨ka punkter som ligger
p˚a olika linjer. Vi delar upp denna underso¨kning i olika fall.
Alla punkter som ligger p˚a l avbildas kolinja¨rt d˚a l a¨r en axel och punkterna da¨rp˚a
definierades till att avbildas p˚a sig sja¨lva.
Tv˚a punkter som a¨r kolinja¨ra med P men ej ligger p˚a XY avbildas kolinja¨rt med P
d˚a linjerna genom P a¨r fixa enligt ekvation (1). A¨ven linjen XY har definierats till att
vara fix enligt ekvation (2) (dess punkter avbildas p˚a XY ), vilket betyder att punkterna
da¨rp˚a fo¨rblir kolinja¨ra.
D˚a tv˚a punkter Q1 och Q2 a¨r kolinja¨ra medX, men ej ligger p˚aXY , ga¨ller attXQ1\l =
XQ2 \ l := Q0 och vi har d˚a enligt ekvation (1) att
↵(Q1) = ↵(Q
0X \ PQ1) = Q0Y \ PQ1
och
↵(Q2) = ↵(Q
0X \ PQ2) = Q0Y \ PQ2.
Fr˚an detta ser vi att Y , ↵(Q1) och ↵(Q2) alla ligger p˚a linjen Q0Y , och a¨r s˚aledes
kolinja¨ra (se figur 33).
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Figur 33
Vi ska nu underso¨ka fallet d˚a vi har tv˚a punkter, Q1 och Q2, som varken a¨r kolinja¨ra
med X eller P
’
eller ligger p˚a n˚agon av linjerna l eller XY . L˚at Q01 = XQ1 \ l och
Q02 = XQ2 \ l. Det betyder att Q1 = Q01X \ PQ1 samt Q2 = Q02X \ PQ2. Vi har d˚a
↵(Q1) = ↵(Q
0
1X \ PQ1) = Q01Y \ PQ1
och
↵(Q2) = ↵(Q
0
2X \ PQ2) = Q02Y \ PQ2.
Se figur 34.
X
Y
Q01 Q02
P
Q1 ↵(Q1)
Q2
↵(Q2)
Figur 34
Betrakta nu de tv˚a trianglarna XQ1Q2 och Y ↵(Q1)↵(Q2) (se figur 35). Dessa a¨r per-
spektiva fr˚an P d˚a P 2 XY , P 2 Q1↵(Q1) och P 2 Q2↵(Q2). Vi har a¨ven att
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XQ1 \ Y ↵(Q1) = Q01 2 l och XQ2 \ Y ↵(Q2) = Q02 2 l. D˚a P a¨r (P, l)-desargiskt
ma˚ste vi ha att a¨ven Q0 := Q1Q2 \ ↵(Q1)↵(Q2) 2 l. D˚a Q0 ligger p˚a l a¨r det en fix
punkt och vi har att ↵(Q0) = Q0. D˚a vi har att Q1, Q2 och Q0 a¨r kolinja¨ra, samt att
↵(Q1), ↵(Q2) och ↵(Q0) = Q0 a¨r kolinja¨ra har vi visat att kolinja¨ra punkter alltid fo¨rblir
kolinja¨ra och vi kan konstatera att vi konstruerat en kollineation.
X
Y
Q01 Q02
P
Q1 ↵(Q1)
Q2
↵(Q2)
Q0
Figur 35
(ii) Fo¨r att visa att ↵ a¨r va¨ldefinierad ma˚ste vi visa att v˚art val av punkten Qj inte spelar
n˚agon roll d˚a vi definierar ↵ fo¨r punkter Rk 2 XY . L˚at Q1 och Q2 vara tv˚a punkter
som varken ligger p˚a XY , l, eller a¨r kolinja¨ra med P . Vi har i enlighet med ekvation
(1) definierat punkterna ↵(Q1) och ↵(Q2). Vi delar upp denna underso¨kning i tv˚a fall;
fallet d˚a Q1, Q2 och en godtycklig punkt R 2 XY a¨r kolinja¨ra samt fallet d˚a de inte a¨r
kolinja¨ra.
Vi bo¨rjar med att underso¨ka fallet d˚a de tre punkterna a¨r kolinja¨ra. Dra till minnes att vi
har definierat A = RQ1\l och ↵(R) = XY \A↵(Q1) i enlighet med ekvation (2). Men d˚a
R, Q1, Q2 och A a¨r kolinja¨ra har vi enligt del (i) i beviset att ↵(R), ↵(Q1), ↵(Q2) och A
a¨r kolinja¨ra. Allts˚a a¨r A↵(Q1) = A↵(Q2) och s˚aledes a¨r XY \A↵(Q1) = XY \A↵(Q2).
Q1 och Q2 definierar fo¨ljdaktligen samma avbildning av R. Se figur 36.
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Vi underso¨ker nu fallet d˚a Q1 och Q2 inte a¨r kolinja¨ra med R. L˚at oss fo¨rst definiera
X1 = RQ1 \ l och X2 = RQ2 \ l.Vi har d˚a att R = XY \X1Q1 och s˚aledes a¨r
↵(R) = XY \X1↵(Q1). (3)
Vi har a¨ven att R = XY \X2Q2 och vi vill da¨rmed visa att ↵(R) = XY \X2↵(Q2).
Studera trianglarna RQ1Q2 och ↵(R)↵(Q1)↵(Q2) (se figur 37). Dessa a¨r i centralt
perspektiv fr˚an P . Vi ser att X1 2 RQ1 enligt definitionen av X1 samt att X1 2
↵(R)↵(Q) enligt ekvation (3). Fo¨ljaktligen har vi att RQ1 \ ↵(R)↵(Q1) = X1 2 l. Vi
har a¨ven enligt (i) att Q1Q2 \ ↵(Q1)↵(Q2) 2 l. D˚a trianglarna a¨r perspektiva fr˚an P
och P a¨r (P, l)-desargiskt ma˚ste punkten RQ2 \ ↵(R)↵(Q2) ligga p˚a l. Vi vet redan
att X2 2 RQ2 och X2 2 l, allts˚a f˚ar vi att X2 = RQ2 \ ↵(R)↵(Q2). Med detta vet vi
att X2, ↵(R) och ↵(Q2) a¨r kolinja¨ra och, d˚a denna linjen a¨r skild fr˚an XY , har vi att
↵(R) = XY \ X2↵(Q2), vilket var v˚art o¨nskade resultat. Vi kan konstatera att ↵(R)
a¨r samma punkt oberoende av vilken referenspunkt Qj vi anva¨nder, och ↵ a¨r s˚aledes
va¨ldefinierad.
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Definition 4.35. Ett projektivt plan P sa¨gs vara desargiskt om tv˚a trianglar a¨r perspektiva
fr˚an n˚agon linje l 2 P s˚a fort de a¨r perspektiva fr˚an n˚agon punkt P 2 P.
Denna definition av desargiskt leder till fo¨ljande sats.
Sats 4.36. Ett projektivt plan a¨r desargiskt om och endast om det a¨r (P, l)-desargiskt fo¨r
alla par P och l.
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5 Konstruktion av projektiva plan
5.1 Projektiva plan o¨ver kroppar
I detta avsnitt ska vi visa hur man kan konstruera projektiva plan ur kroppar. Vi bo¨rjar med
att konstruera a na plan. Detta delkapitel baserar sig mest p˚a [LMB].
Sats 5.1. L˚at F vara en kropp och V vara ett 2-dimensionellt vektorrum o¨ver denna. D˚a
definierar vi systemet A som fo¨ljande:
• punkterna i A a¨r elementen i V,
• linjerna i A a¨r de (ho¨gra) sidoklasserna av 1-dimensionella delrum i V, det vill sa¨ga
att om u a¨r ett 1-dimensionellt delrum s˚a anger u+ V linjer i A.
D˚a a¨r A ett a nt plan.
Bevis. L˚at P och Q vara tv˚a punkter i A respektive element i V. D˚a ga¨ller att P,Q 2
hP  Qi+Q, da¨r hP  Qi anger det delrum som spa¨nns av vektorn P  Q (se figur 38).
P
Q
P  Q
hP  Qi
hP  Qi+Q
Figur 38
Vi har allts˚a d˚a att det finns en linje som binder samman dessa punkter. Notera att
hP   Qi + Q = hP   Qi + P . Vi beho¨ver visa att denna linje a¨r entydig. L˚at u + X vara
en linje s˚adan att P,Q 2 u+X. D˚a sidoklasser enligt sats 2.16 och 2.15 bildar en partition,
ma˚ste detta implicera att u+X = u+ P = u+Q. D˚a u a¨r ett delrum ga¨ller att P  Q 2 u,
allts˚a u = hP  Qi. S˚aledes a¨r hP  Qi+Q den entydiga linjen som fo¨rbinder P och Q.
Ett 1-dimensionellt delrum har minst tv˚a element, allts˚a a¨r en linje incident med minst
tv˚a punkter.
D˚a V a¨r 2-dimensionellt finns det tv˚a vektorer V och W som a¨r linja¨rt oberoende. Det a¨r
d˚a klart att 0, V och W inte a¨r kolinja¨ra och allts˚a finns det tre icke-kolinja¨ra punkter.
L˚at u+U vara en linje och P vara en punkt s˚adan att P /2 u+U . L˚at w+W vara n˚agon
linje genom P . Antag w 6= u. D˚a ga¨ller att u + w spa¨nner hela vektorrummet V. Vi kan d˚a
uttrycka U som en linja¨rkombination av tv˚a element ur u respektive w: U = U1 +W1. A¨ven
W kan uttryckas som en linja¨rkombination av tv˚a element ur u respektive w: W = U2+W2.
D˚a ga¨ller:
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U2 +W1 = U2 + U   U1 = U2   U1 + U 2 u+ U
och
U2 +W1 =W  W2 +W1 =W1 +W2 +W 2 w +W ,
vilket implicerar att (u+U)\ (w+W ) 6= ;. Allts˚a a¨r w = u ett no¨dva¨ndigt villkor fo¨r att
dessa linjer ska vara parallella. P 2 w +W = u+W implicerar att u+W = u+ P , s˚aledes
a¨r u+ P den unika linjen som g˚ar genom P som inte ska¨r u+ U .
L˚ater vi F vara Z2 respektive Z3 f˚ar vi de tv˚a minsta a na planen, se exempel 3.4 och
3.28. Vi vill nu kunna go¨ra en motsvarande konstruktion av projektiva plan.
Sats 5.2. L˚at F vara en kropp och V(F) vara ett 3-dimensionellt vektorrum o¨ver denna. D˚a
definierar vi systemet P som fo¨ljande:
• punkterna i P a¨r de 1-dimensionella delrummen av V,
• linjerna i P a¨r de 2-dimensionella delrummen i V,
med P 2 l om det 1-dimensionella delrum som motsvarar P a¨r en delma¨ngd av det 2-
dimensionella delrum som motsvarar l. D˚a a¨r P ett projektivt plan.
Bevis. L˚at h{X1, . . . , Xn}i beteckna delrummet som spa¨nns av vektorerna X1, . . . , Xn. L˚at
hV i och hW i vara tv˚a 1-dimensionella delrum av V, s˚adana att V ochW a¨r linja¨rt oberoende.
D˚a ga¨ller att hV i, hW i 2 h{V,W}i, da¨r h{V,W}i a¨r ett 2-dimensionellt delrum av V. Samt s˚a
ma˚ste alla 2-dimensionella delrum som inneh˚aller hV i och hW i inneh˚alla h{V,W}i. S˚aledes
a¨r detta den unika linjen genom de godtyckliga punkterna hV i och hW i.
En linje a¨r incident med minst tv˚a punkter ty ett 2-dimensionellt rum har tv˚a linja¨rt
oberoende vektorer som bas.
D˚a V a¨r ett 3-dimensionellt vektorrum, finns det tre linja¨rt oberoende vektorer U1, U2, U3
i V. D˚a a¨r inga tre av punkterna hU1i, hU2i, hU3i och h{U1 + U2 + U3}i kolinja¨ra.
L˚at l och m vara tv˚a distinkta 2-dimensionella delrum till V (det vill sa¨ga linjer i P). D˚a
a¨r dim(l \m) = 1. Allts˚a definierar dessa linjerna en unik punkt.
Vi har allts˚a att det 3-dimensionella rummet V(F), da¨r F a¨r en kropp, a¨r ett projektivt
plan, med punkter som ges av de 1-dimensionella delrummen och linjer som ges av de 2-
dimensionella delrummen. Vi kommer i fortsa¨ttningen att beteckna ett s˚adant plan med
P(F).
Exempel 5.3. Vi ser p˚a hur vi kan konstruera ett projektivt plan ur Z2. De 1-dimensionella
delrummen i P(Z2) a¨r linjer genom origo, och ges s˚aledes av ekvationerna 0 + tv, da¨r v 2
{(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}. Vi har nu f˚att sju punkter, vilket
vittnar om att det projektiva planet vi f˚att i sja¨lva verket a¨r Fano-planet. Ja¨mfo¨r denna
konstruktion av Fano-planet med figur 14 fr˚an exempel 3.23.
Vi har allts˚a sett att det projektiva planet definierat med hja¨lp av Z2 a¨r av ordning 2.
Motsvarande ga¨ller fo¨r P(F), da¨r F a¨r en kropp. D˚a vi enligt sats 2.18 vet att det finns
kroppar av primtalspotensordning leder detta fram till fo¨ljande resultat.
Korollarium 5.4. Fo¨r varje tal n = pm, da¨r p a¨r n˚agot primtal och m a¨r n˚agot heltal,
existerar det ett projektivt plan av ordning n.
Definition 5.5. Ett projektivt plan P(F), da¨r F a¨r en kropp av primtalspotensordning pm,
kallas fo¨r ett kroppsplan. A¨r det ett a¨ndligt plan sa¨ger vi att det a¨r ett Galoisplan av ordning
pm.
Vi ser nu na¨rmre p˚a punkterna och linjerna i ett kroppsplan P(F). Punkterna ges av
kolonnvektorer med tre element, men dessa kommer ibland att betecknas med x = (x : y : z).
Notera att x och ↵x (vi betecknar multiplikation i F med hja¨lp av vanlig juxtaposition), da¨r
↵ 2 F , b˚ada betecknar samma punkt d˚a det fortfarande a¨r samma endimensionella delrum.
Vi har att en punkt z ligger p˚a linjen h{x,y}i om och endast om z = ↵x +  y fo¨r n˚agra
↵,  2 F . Allts˚a a¨r punkterna x,y och z kolinja¨ra om och endast om ekvationssystemet
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[x y z]
24 ↵ 
 
35 =
24 00
0
35
har n˚agon icke-trivial lo¨sning fo¨r ↵, ,   2 F , det vill sa¨ga d˚a matrisen [x y z] a¨r
singula¨r. Vi formulerar detta som en sats:
Sats 5.6. Givet ett Galoisplan P(F) har vi att tre punkter x,y och z a¨r kolinja¨ra om och
endast om matrisen [x y z] a¨r singula¨r.
Givet en linje genom tv˚a punkter a = (a1 : a2 : a3) och b = (b1 : b2 : b3) har vi att en
godtycklig punkt x = (x : y : z) allts˚a ligger p˚a linjen om och endast om
      
a1 b1 x
a2 b2 y
a3 b3 z
       = 0 ()
a1
     b2 yb3 z
      a2      b1 xb3 z
    + a3      b1 xb2 y
     = 0 ()
a1(b2z   b3y)  a2(b1z   b3x) + a3(b1y   b2x) = 0 ()
↵x+  y +  z = 0,
fo¨r n˚agra ↵, ,   2 F , inte alla noll. En linje best˚ar s˚aledes av alla punkter x = (x : y : z)
s˚adana att ↵x+  y +  z = 0. Vi l˚ater en s˚adan linje betecknas ↵Tx = 0.
Vi kan nu definiera kollineationer p˚a Galoisplan. L˚at A vara en icke-singula¨r 3⇥3-matris,
vars element ligger i kroppen F . Vi har d˚a att avbildningen x! Ax a¨r en surjektiv avbildning
av punkter till punkter. Fo¨r att se hur linjer avbildas noterar vi att en linjes ekvation kan
skrivas ↵T (A 1A)x = (↵TA 1)(Ax) = 0 och vi ser allts˚a att punkten Ax := y kommer att
ligga p˚a linjen ↵TA 1y = 0. En linje ↵Tx = 0 avbildas s˚aledes p˚a linjen ↵TA 1x = 0.
Vi vill nu underso¨ka kollineationen A som besta¨ms av matrisen
A =
24 ↵ 0 00 1 0
0 0 1
35 ,
da¨r ↵ 6= 0. Det ga¨ller d˚a att en punkt avbildas som x = (x : y : z) ! (↵x : y : z). Speciellt
har vi att punkten P1 = (1 : 0 : 0) a¨r fix (kom ih˚ag att x och ↵x representerar samma
punkt). Fo¨r att se att P1 a¨r centrumet till A s˚a visar vi att P1, x och A(x) a¨r kolinja¨ra, fo¨r
n˚agon punkt x = (x : y : z). Vi har att      
1 x ↵x
0 y y
0 z z
       =
     y yz z
     = 0,
vilket enligt sats 5.6 ger oss att P1, x och A(x) a¨r kolinja¨ra. Vi har a¨ven att alla punkter
x = (x : y : z) p˚a linjen [1 0 0] x = 0, vilken vi bena¨mner l1, a¨r fixa, d˚a dessa ges av
[1 0 0]
24 xy
z
35 = 0 )
x = 0 )
x =
24 0y
z
35 ,
varifr˚an vi ser att Ax = x. S˚aledes har vi att A a¨r en (P1, l1)-kollineation. Notera att P1 6= l1.
Sats 5.7. P(F) a¨r (P1, l1)-transitivt.
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Bevis. Ide´n i beviset a¨r att utnyttja sats 4.22 och s˚aledes beho¨ver vi bara visa att givet
en punkt q 6= P1, q /2 l1, s˚a finns det till varje punkt r 2 qP1, r 6= P1, r /2 l1 en (P1, l1)-
kollineation K s˚adan att K(q) = q. Vi l˚ater q = (1 : 0 : 1) och s˚aledes utgo¨rs linjen qP1 av
alla punkter (x : y : z) s˚adana att 0x+ 1y + 0z = 0, det vill sa¨ga av alla punkter p˚a formen
(x : 0 : z), da¨r (x, z) 2 F ⇥ F \ {0, 0}. D˚a alla kollineationer p˚a formen A kommer att vara
(P1, l1)-kollineationer, elementet ↵ f˚ar vara vilket som helst i F \ {0}, och (↵x : 0 : z) och
 (↵x : 0 : z) representerar samma punkt fo¨r ↵,  2 F \ {0}, har vi att det finns en (P1, l1)-
kollineation som avbildar q p˚a (x : 0 : z) fo¨r alla punkter (x : 0 : z), da¨r (x, z) 6= (1, 0) och
da¨rmed a¨r beviset klart.
Vi l˚ater nu B vara den kollineation som besta¨ms av matrisen
B =
24 1   00 1 0
0 0 1
35 ,
da¨r   2 F . En punkt x = (x : y : z) avbildas d˚a p˚a (x+  y : y : z) och speciellt ga¨ller att P1
a¨r centrum a¨ven till denna kollineationen, d˚a      
1 x x+  y
0 y y
0 z z
       =
     y yz z
     = 0.
Punkterna x = (x : y : z) p˚a linjen [0 1 0] x = 0, vilken vi bena¨mner l2, a¨r fixa d˚a dessa
ges av
[0 1 0]
24 xy
z
35 = 0 )
y = 0 )
x =
24 x0
z
35 ,
och vi fo¨r punkter p˚a denna formen f˚ar24 1   00 1 0
0 0 1
3524 x0
z
35 =
24 x0
z
35 .
S˚aledes a¨r B en (P1, l2)-kollineation. Notera att P1 2 l2.
Sats 5.8. P(F) a¨r (P1, l2)-transitivt.
Bevis. Ide´n i beviset a¨r igen att utnyttja sats 4.22. Vi beho¨ver allts˚a bara visa att givet en
punkt q 6= P1, q /2 l1, s˚a finns det till varje r 2 qP1, r 6= P1, r /2 l1 en (P1, l2)-kollineation
K s˚adan att K(q) = r. Vi l˚ater q = (0 : 1 : 0) och s˚aledes utgo¨rs linjen qP1 av alla punkter
(x : y : z) da¨r 0x+0y+1z = 0, det vill sa¨ga av alla punkter p˚a formen (x : y : 0), da¨r x, y 2 F .
D˚a alla kollineationer p˚a formen B kommer att vara (P1, l2)-kollineationer, elementet   f˚ar
vara vilket som helst i F , och (x+ y : y : 0) och  (x+ y : y : 0) representerar samma punkt
fo¨r  ,   2 F ,   6= 0, har vi att det finns en (P1, l2)-kollineation som avbildar q p˚a (x : y : 0)
fo¨r alla punkter (x : y : 0) da¨r (x, y) 6= (1, 0) och da¨rmed a¨r beviset klart.
Sats 5.9. L˚at P och l vara en punkt och en linje i P(F).
(i) Om P /2 l s˚a finns det en kollineation K s˚adan att K(P ) = P1 och K(l) = l1
(ii) Om P 2 l s˚a finns det en kollineation K s˚adan att K(P ) = P1 och K(l) = l2.
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Bevis. (i) Vi l˚ater P = (p1 : p2 : p3) och va¨ljer tv˚a punkter Q = (q1 : q2 : q3) och
R = (r1 : r2 : r3) p˚a linjen l. Vi konstruerar nu en matris K 1 genom
K 1 =
24 p1 q1 r1p2 q2 r2
p3 q3 r3
35 .
D˚a P , Q och R enligt fo¨rutsa¨ttningar inte a¨r kolinja¨ra, ga¨ller enligt sats 5.6 att K 1 a¨r
icke-singula¨r och da¨rmed inverterbar. Det a¨r s˚aledes rimligt att betrakta K = (K 1) 1.
Vi l˚ater nu v˚ar kollineation K ges av matrisen K. Vi har d˚a att P avbildas p˚a P1, ty
K 1P1 =
24 p1 q1 r1p2 q2 r2
p3 q3 r3
3524 10
0
35 =
24 p1p2
p3
35 = P.
Vi har att linjen genom Q och R avbildas p˚a linjen l1, d˚a
K 1
24 01
0
35 =
24 q1q2
q3
35 = Q, och
K 1
24 00
1
35 =
24 r1r2
r3
35 = R,
da¨r b˚ade punkten (0 : 1 : 0) och (0 : 0 : 1) ligger p˚a l1, d˚a denna ges av ekvationen
[1 0 0] x = 0.
(ii) D˚a P 2 l, l˚ater vi igen P = (p1 : p2 : p3). Vi va¨ljer nu en punkt Q = (q1 : q2 : q3) 2 l
och en punkt R = (r1 : r2 : r3) /2 l. Vi bildar matrisen
K 1 =
24 p1 r1 q1p2 r2 q2
p3 r3 q3
35 .
D˚a dessa tre punkter inte a¨r kolinja¨ra f˚ar vi igen enligt sats 5.6 att K 1 a¨r icke-singula¨r,
och s˚aledes kan vi l˚ata kollineationen K besta¨mmas av K = (K 1) 1. Vi har enligt
samma resonemang som fo¨rut att P avbildas p˚a P1. Vi vet dessutom sedan innan att
P1 2 l2. Vi har nu att Q avbildas p˚a punkten (0 : 0 : 1) 2 l2, d˚a
K 1
24 00
1
35 =
24 p1 r1 q1p2 r2 q2
p3 r3 q3
3524 00
1
35 =
24 q1q2
q3
35 = Q.
S˚aledes avbildas P p˚a P1 och l p˚a l2 och beviset a¨r da¨rmed klart.
Vi a¨r nu redo att bevisa ena implikationen i den fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv
geometri:
Sats 5.10. Om P a¨r ett Galoisplan s˚a a¨r det desargiskt.
Bevis. Vi vet enligt sats 5.7 och sats 5.8 att ett Galoisplan P(F) alltid a¨r (P1, l1)- respektive
(P1, l2)-transitivt. D˚a vi enligt sats 5.9 har att det fo¨r alla par av punkter P och linjer l
finns en kollineation som avbildar P p˚a P1 och l p˚a l1 eller l2, och inversen till denna a¨r en
kollineation enligt sats 4.3, s˚a f˚ar vi enligt sats 4.21 att P(F) a¨r (P, l)-transitivt fo¨r alla par
av punkter P och linjer l. Sats 4.34 och sats 4.36 ger oss nu att P(F) a¨r desargiskt.
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5.2 Galoisplan av ordning 3
Vi ska i detta avsnittet redogo¨ra fo¨r en allma¨n metod att konstruera ett projektivt plan (el-
ler delplan) givet fyra punkter, samt konstruera ett projektivt plan av ordning 3. Delkapitlet
baserar sig p˚a ka¨llan [RK]. Vi bo¨rjar med att redogo¨ra fo¨r metoden fyrho¨rningskomplettering
och l˚ater d˚a fo¨rst ABCD vara en fyrho¨rning.
1) La¨gg fo¨rst till de sex linjer som fo¨rbinder punkterna (se figur 39).
2) La¨gg till de tre ska¨rningspunkter som inte redan finns med i systemet (se figur 40).
3) La¨gg till den eller de linjer som fo¨rbinder de tre nya punkterna (se figur 41).
A
B
C
D
Figur 39: Linjerna som fo¨rbinder punkterna i fyrho¨rningen la¨ggs till.
A
B
C
D
E
F
G
Figur 40: Ska¨rningspunkterna la¨ggs till.
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EF
GA
B
C
D
Figur 41: Den eller de linjer som fo¨rbinder resterande punkter la¨ggs till.
Notera att om E, F och G var kolinja¨ra och vi endast lade till en linje i sista steget, s˚a har
vi hittills konstruerat Fano-planet. Befinner vi oss i ett plan av sto¨rre ordning kan vi fortsa¨tta
processen genom att upprepa det tillva¨gag˚angssa¨tt som redogjorts fo¨r. Om ordningen p˚a
planet a¨r a¨ndlig kommer processen att sluta efter a¨ndligt ma˚nga iterationer. Det resulterande
planet kommer d˚a utgo¨ra antingen ett a¨kta delplan eller hela planet som vi bo¨rjade med.
D˚a v˚art ma˚l nu a¨r att konstruera ett projektivt plan av ordning 3 antar vi att E, F och G
inte a¨r kolinja¨ra. Vi kan d˚a la¨gga till de sex ska¨rningspunkterna H = BC\FG, I = CA\GE,
J = AB \ EF , K = AD \ FG, L = BD \GE och M = CD \ EF .
A
B
C
D
E
F
G
H
I
J
K
L
M
Figur 42
Vi ser nu att vi har 13 punkter och 9 linjer. Varje linje inneh˚aller fyra punkter och
genom varje punkt g˚ar det fyra eller fa¨rre linjer. D˚a ABCD a¨r en fyrho¨rning och punkterna
i diagonaltriangeln E, F , och G inte a¨r kolinja¨ra i ett plan som a¨r av ho¨gre ordning a¨n 2,
ma˚ste dessa punkter och linjer vara distinkta och s˚aledes ing˚a i ett projektivt plan av ho¨gre
ordning.
Man kan dock fortfarande fr˚aga sig om det inte finns ett projektivt plan av ordning 3 som
inneh˚aller Fano-planet som delplan. A˚tererinra d˚a att en av v˚ara slutsatser fr˚an Brucks sats
(sats 3.26) var att Fano-planet inte kan vara ett delplan till ett projektivt plan av ordning 3.
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Enligt sats 3.21 ska det finnas 13 punkter respektive linjer i ett plan av ordning 3. Vi
kan allts˚a konstatera att vi beho¨ver info¨ra fyra linjer fo¨r att det (mo¨jligtvis) ska vara ett
projektivt plan. Enligt definition 3.20 samt v˚art p˚apekade efter sats 3.19, har vi ocks˚a att
det genom varje punkt ska g˚a fyra linjer.
Vi kan fo¨rst notera att punkterna I och B ma˚ste sammanbindas med en linje. D˚a tv˚a
linjer ma˚ste ska¨ra varandra i n˚agon punkt fo¨r att uppfylla axiomen fo¨r projektiva plan, ma˚ste
denna linje BI inneh˚alla n˚agon punkt fr˚an linjen ADEK samt fr˚an EFJM . Vi vet ocks˚a att
tv˚a punkter endast f˚ar ligga p˚a en gemensam linje. D˚a B redan a¨r kolinja¨r med A, D samt
E, f˚ar vi att K ma˚ste vara den punkt fr˚an linjen ADEK som ligger p˚a BI. Vi har ocks˚a
att B a¨r kolinja¨r med E, F respektive J , vilket leder till att M ma˚ste ligga p˚a BI. Vi har
s˚aledes att det ma˚ste finnas en linje BIKM i v˚art plan fo¨r att det ska vara projektivt.
Nu ser vi att punkterna I och J ma˚ste sammanbindas av en linje IJ . Genom samma
resonemang som fo¨rut vet vi att IJ ma˚ste vara incident med ADEK samt BCEH. Vi har
att I redan a¨r kolinja¨r med A, E respektive K, vilket ger oss att D 2 IJ . Vi har ocks˚a att I
redan a¨r kolinja¨r med B, C respektive E, vilket leder till att H 2 IJ . Vi har nu lagt till en
andra linje DHIJ .
Fo¨r att la¨gga till den tredje linjen noterar vi att A och M ma˚ste definiera en linje AM .
P˚a samma sa¨tt som ovan har vi att AM ma˚ste vara incident med BCEH samt EGIL. A
a¨r redan kolinja¨r med E, L samt B, allts˚a ma˚ste H 2 AM . Vi har ocks˚a att A a¨r kolinja¨r
med E, I respektive G, vilket implicerar att L ma˚ste ligga p˚a linjen. Den tredje linjen som
vi la¨gger till a¨r s˚aledes AHLM .
D˚a vi ska la¨gga till den sista linjen ra¨cker det att leta efter punkter som bara ligger p˚a tre
linjer. De enda punkterna som uppfyller detta a¨r C, J , K och L, vilka d˚a f˚ar utgo¨ra planets
trettonde linje. Vi ser ocks˚a att inga tv˚a av dessa punkter a¨r kolinja¨ra med varandra sedan
tidigare.
Vi a¨r nu klara med att konstruera ett plan av ordning 3. Notera att varje steg av denna
konstruktion gjordes utan n˚agra val mellan alternativa definitioner. Detta leder fram till
fo¨ljade sats.
Sats 5.11. Det finns ett projektivt plan av ordning 3 och alla plan av ordning 3 a¨r isomorfa.
Vi f˚ar fo¨ljande incidensmatris fo¨r Galoisplanet av ordning 3:0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
A B C D E F G H I J K L M
AFCI 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
AJGB 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
AKDE 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
KFHG 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0
JFME 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1
BHCE 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
BFDL 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
DMCG 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
LEIG 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0
CJKL 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0
AHLM 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1
DHIJ 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
BIKM 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
Ur denna matris kan vi bekra¨fta att axiomen fo¨r de projektiva planen h˚aller. Vi har redan
sett att det finns fyra icke-kolinja¨ra punkter i planet samt s˚a vet vi att en linje inneh˚aller
minst tv˚a punkter. Fo¨r att se att exakt en linje fo¨rbinder tv˚a punkter va¨ljer vi de tv˚a kolonner
som motsvarar punkterna och ser att det finns en och endast en rad da¨r b˚ada kolonner har
ettor. Fo¨r att se att tv˚a linjer ska¨r varandra i exakt en punkt va¨ljer vi de tv˚a rader som
motsvarar linjerna och ser att det finns en och endast en kolonn da¨r b˚ada raderna har ettor.
5.3 Minikvaternionplanet ⌦
Ma˚let med denna sektion a¨r att konstruera det projektiva planet ⌦ utifr˚an v˚ar na¨rkropp
minikvaternionsystemetM (se avsnitt 2.3), samt underso¨ka detta. Vi bo¨rjar med att betrakta
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de 81 punkterna i ma¨ngden {(x, y);x, y 2M} samt linjerna som ges av
y = x⇥ µ+ , (µ, 2M),
x =  , (  2M).
Vi f˚ar 90 linjer d˚a det finns nio stycken p˚a formen x =   och 81 stycken p˚a formen y =
x⇥ µ+ . Ha¨danefter kommer vi att beteckna multiplikationen ⇥ med vanlig juxtaposition.
Sats 5.12. Fo¨r punkterna och linjerna definierade ovan ga¨ller att
(i) givet tv˚a distinkta punkter s˚a finns det en och endast en linje som g˚ar genom b˚ada
dessa, och
(ii) givet en linje l och en punkt P /2 l s˚a existerar det en unik linje m 6= l s˚adan att P 2 m
och l \m = ;.
Bevis. (i) L˚at P1 = (x1, y1) och P2 = (x2, y2) vara v˚ara givna punkter. Vi bo¨rjar med att
anta att x1 = x2. D˚a har vi att linjen x = x1 g˚ar genom b˚ada punkterna. En linje p˚a
formen y = xµ+  kan inte sammanbinda punkterna d˚a ett x-va¨rde (x1) genererar ett
entydigt y-va¨rde, men v˚ara punkter har tv˚a olika y-va¨rden. S˚aledes a¨r x = x1 den unika
linjen genom P1 och P2.
Antag nu ista¨llet att x1 6= x2. Punkterna P1 och P2 ligger d˚a p˚a en linje y = xµ+ om
och endast om y1 = x1µ+  och y2 = x2µ+ . Detta leder oss till
y1   y2 = x1µ+   x2µ   () (kommutativ addition)
y1   y2 = x1µ  x2µ () (ho¨gerdistibutivitet)
y1   y2 = (x1   x2)µ ()
µ = (x1   x2) 1(y1   y2),
och vi ser s˚aledes att µ a¨r entydigt besta¨mt av punkterna P1 och P2. Vi har a¨ven att
y1 = x1µ+  ()
 = x1µ  y1 ()
 = x1(x1   x2) 1(y1   y2)  y1,
vilket visar att a¨ven  a¨r entydigt besta¨md. Vi har a¨ven att det inte kan g˚a n˚agon linje
p˚a formen x =   genom b˚ade P1 och P2 d˚a dessa har olika x-va¨rden. S˚aledes a¨r det
klart att alla par av punkter binds samman av exakt en linje.
(ii) L˚at punkten P ges av P = (p, q). Om linjen l a¨r p˚a formen y = xµ+, och P inte ligger
p˚a denna, s˚a ma˚ste det ga¨lla att q pµ 6= . Vi l˚ater d˚a linjen m vara y = xµ+(q pµ).
Vi har d˚a att l och m inte ska¨r varandra i n˚agon punkt ty xµ+(q  pµ) = xµ+ leder
till att q  pµ = , vilket strider mot v˚art val av P . Denna linjen a¨r unik d˚a en linje p˚a
formen x =   alltid ska¨r y = xµ+  och d˚a a¨ven en linje p˚a formen y = xµ2 + 2 ska¨r
den fo¨rre om µ 6= µ2.
Om linjen l a¨r p˚a formen x =   s˚a l˚ater vi linjen m vara x = p. Linjerna ska¨r inte
varandra d˚a p 6=   (detta fo¨ljer av att P /2 l). Denna linjen a¨r unik d˚a alla linjer p˚a
formen y = xµ+  ska¨r x =   i n˚agon punkt.
Det finns tio parallellklasser i detta system; en klass fo¨r varje µ 2 M (vilket blir nio
stycken) fo¨r linjerna p˚a formen y = xµ+ , samt en fo¨r linjerna p˚a formen x =  . Vi la¨gger
nu till en punkt (µ) fo¨r varje parallellklass best˚aende av linjerna y = xµ + , incident med
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alla linjer da¨ri, samt en punkt Y fo¨r parallellklassen x =  , incident med alla linjer p˚a den
formen. Vi la¨gger a¨ven till en linje l1 som g˚ar genom dessa punkter. S˚aledes har vi f˚att ett
projektivt plan av ordning 9, det s˚a kallade minikvaternionplanet, som betecknas med ⌦.
Det a¨r viktigt att p˚apeka att vi nu konstruerat minikvaternionplanet utifr˚an en na¨rkropp,
som inte var en kropp. Detta betyder att det existerar projektiva plan som inte a¨r kroppsplan.
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6 Koordinatisering av projektiva plan
I detta kapitel utg˚ar vi fr˚an ett givet projektivt plan och visar hur man kan ge det koordinater
fr˚an elementen i en ma¨ngd R. Metoden vi anva¨nder ha¨r kommer fr˚an [HP] och a¨r inte den
enda metoden som anva¨nds i detta sammanhang. Efter presentationen av koordinatiserings-
metoden kommer vi introducera den no¨dva¨ndiga teoretiska ramen fo¨r att visa att ett a¨ndligt
desargiskt projektivt plan ger upphov till en a¨ndlig kropp, det vill sa¨ga en Galoiskropp.
6.1 Introduktion av koordinater
Vi har tidigare sett hur man axiomatiskt kan konstruera ett projektivt plan fr˚an en ma¨ngd
punkter och linjer. Nu kommer vi att go¨ra tva¨rtom. Vi utg˚ar allts˚a fr˚an att vi har ett
projektivt plan och introducerar en metod fo¨r att koordinatisera planet.
L˚at P vara ett a¨ndligt projektivt plan. Enligt lemma 3.14 inneh˚aller P en fyrsiding. L˚at
O,X, Y och I vara ho¨rnpunkterna i denna. D˚a bildar punkterna O, X och Y en triangel och
vi har figur 43.
O
Y
X
I
Figur 43
Nu definierar vi linjerna l1 := OY , l2 := OX och l1 := XY . Vi har d˚a det projektiva
planet Pl1 . Genom att komplettera figuren med de linjer som fattas kan vi identifiera yt-
terligare tre punkter, na¨mligen A = XI \ l1, B = Y I \ l2 och J = AB \ l1. Vi kan d˚a
komplettera figuren ovan s˚a att vi f˚ar fo¨ljande figur:
B
A
J
O
Y
X
I
Figur 44
L˚at nu R vara en ma¨ngd av symboler s˚adan att 0 2 R, 1 2 R, 1 /2 R och 0 6= 1. D˚a
kan vi med hja¨lp av elementen i R och den extra symbolen ”(1)” ge koordinater till planet
i figur 44.
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Vi bo¨rjar med att tilldela linjen l1 godtyckliga punkter ur R. S˚aledes sa¨tter vi O := (0)
och A := (1) och tilldelar de andra punkterna p˚a l1 godtyckliga c 2 R, det vill sa¨ga c 2 R
betecknar punkten C 2 l1. Vi har nu n˚agot som a¨r analogt med den va¨lbekanta y-axel i ett
koordinatsystem i det euklidiska planet. Fo¨r att konstruera motsvarande x-axel g˚ar vi till
va¨ga p˚a samma sa¨tt. Vi tilldelar 0 2 R till punkten O och 1 2 R till punkten B. Vi har d˚a
att O = (0, 0) och B = (1, 0). Fo¨r de andra punkterna p˚a l2 har vi att om D 2 l2 s˚a att
D 6= X och om D0 = JD \ l1 s˚a sa¨tter vi D0 = (0, d) och D = (d, 0) da¨r d 2 R. Vi illustrera
detta med fo¨ljande figur:
D0(0, d)
D
(d, 0)
B
(1, 0)
A
(0, 1)
J
O
(0, 0)
Y (1)
X
I
Figur 45
Vi har nu fo¨r alla punkter p˚a M 2 L1 s˚adana att M 6= Y att om linjen som fo¨rbinder
M med (1, 0) korsar l1 i (0,m) s˚a tilldelar vi M koordinaten (m). Detta inneba¨r att vi d˚a
tilldelar J koordinaten (1).
B
(1, 0)
A
(0, 1)
J(1)
O
(0, 0)
Y (1)
X
I
Figur 46
Anm. Observera att vi i figur 46 inte ritat in alla linjerna i det projektiva planet. Figuren
tja¨nar som ett exempel, varfo¨r vi utela¨mnar exempelvis linjen JI.
Vidare har vi fo¨r alla punkter E /2 l1, s˚adana att om XE\l1 = (0, y) och Y E\l2 = (x, 0)
s˚a tilldelar vi E koordinaten (x, y) da¨r x, y 2 R. Slutligen sa¨tter vi X := (0) och Y := (1)
och p˚a detta sa¨tt har vi tilldelat unika koordinter (x, y), da¨r x, y 2 R, till alla punkter i Pl1 .
Fo¨ljande figur illustrerar metoden fo¨r att koordinatisera punkterna i P:
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B(1, 0)
(0,m)
(m)
O
Y (1)
X
(0)
(x, y)
(0, y)
(x, 0)
Figur 47
Vi har nu tilldelat koordinater till alla punkter i Pl1 och fr˚an diskussionen ovan framg˚ar
det att tilldelningen endast beror p˚a punkterna O, X, Y och I samt det sa¨tt p˚a vilket
vi tilldelade element ur R till punkter p˚a l1 \ Y . Eftersom alla projektiva plan inneh˚aller
en fyrho¨rning vars ho¨rn kan definieras vara just dessa punkter, ga¨ller denna tilldelning av
koordinater till punkter alla projektiva plan. Speciellt ga¨ller det d˚a alla a¨ndliga projektiva
plan.
Innan vi kan bo¨rja info¨ra algebraiska begrepp och operationer ska vi a¨ven tilldela ko-
ordinater till linjerna i ett projektivt plan P. Om l 2 P a¨r en godtycklig linje s˚adan att
l \ l1 = (m) och l \ l1 = (0, k) s˚a sa¨tter vi l := [m, k]. Om Y 2 l men l 6= l1 s˚a sa¨tter vi
l := [k] da¨r k 2 R besta¨ms av l \ l2 = (k, 0). Slutligen l˚ater vi l1 := [1]. P˚a detta sa¨tt har
a¨ven alla linjer i ett projektiv plan P tilldelats unika koordinater, vilket illustreras av figuren
nedan.
[m, k]
(0,k)
(m)
O
Y (1)
X
(0)[b]
Figur 48
Denna diskussion har allts˚a lett oss fram till fo¨ljande:
Definition 6.1. I ett (a¨ndligt) projektivt plan har vi att (x, y), (x) och (1) betecknar en
punkts koordinater medan [a, b], [a] och [1] betecknar en linjes koordinater, da¨r a, b, x, y a¨r
element i en ring R s˚adan att 0, 1 2 R, 0 6= 1 medan 1 /2 R.
Denna tilldelning av koordinater fo¨r punkter och linjer i projektiva plan betyder att vi
kan definiera algebraiska metoder fo¨r att underso¨ka strukturen av ett projektivt plan.
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6.2 Algebraiska operatorer
Utrustade med koordinater fo¨r v˚art givna projektiva plan kan vi d˚a definiera en terna¨r
operator.
Definition 6.2. L˚at R vara en godtycklig ma¨ngd. Vi definierar operatorn T som T : R3 ! R,
T (a, b, c) = k da¨r a, b, c, k 2 R. D˚a sa¨gs (R, T ) vara en terna¨r ring.
Om P a¨r ett projektivt plan till vilket vi har tilldelat koordinater fr˚an en ma¨ngd R
enligt beskrivningen i fo¨reg˚aende avsnitt, s˚a kan vi fr˚an incidensrelationerna i P go¨ra fo¨ljande
definition: om a, b, c 2 R s˚a a¨r T (a, b, c) = k om och endast om (b, c) 2 [a, k]. Vi har d˚a att
(0, k) ligger p˚a ska¨rningen mellan l1 och linjen som fo¨rbinder (a) med (b, c), vilket inneba¨r
att T a¨r entydigt besta¨md och da¨rmed va¨ldefinierad.
O
Y
X
(b, c)
(0, T (a, b, c))
(a)
(0, c)
(b, 0)
Figur 49
Med denna definition av (R, T ) har vi d˚a fo¨ljande resultat:
Sats 6.3. L˚at P vara ett projektivt plan vars koordinater givits fr˚an en ma¨ngd R s˚adan att
0 2 R, 1 2 R och 0 6= 1. Om T : R3 ! R enligt T (a, b, c) = k om och endast om (b, c) 2 [a, k]
s˚a har T fo¨ljande egenskaper:
(A) Fo¨r alla a, b, c 2 R ga¨ller det att T (a, 0, c) = T (0, b, c) = c.
(B) Fo¨r alla a 2 R ga¨ller det att T (a, 1, 0) = T (1, a, 0) = a.
(C) Om a, b, c, d 2 R och a 6= c s˚a finns ett unikt x 2 R s˚adant att T (x, a, b) = T (x, c, d).
(D) Om a, b, c 2 R s˚a finns ett unikt x 2 R s˚adant att T (a, b, x) = c.
(E) Om a, b, c, d 2 R och a 6= c s˚a finns ett unikt ordnat par (x, y) 2 R s˚adant att T (a, x, y) =
b och T (c, x, y) = d.
Bevis. (A) Antag att T (a, 0, c) = k. D˚a har vi att (0, c) 2 [a, k], det vill sa¨ga (0, c) ligger
p˚a linjen som binder samman (a) med (0, k). Men enligt definitionen av projektiva plan
kan denna linje bara korsa l1 i en unik punkt. Allts˚a a¨r (0, c) = (0, k), det vill sa¨ga att
c = k och T (a, 0, c) = c.
Antag att T (0, b, c) = k. D˚a har vi att (b, c) ligger p˚a linjen som fo¨rbinder (0) med
(0, k). Men (b, c) ligger i snittet mellan linjerna som fo¨rbinder (0) med (0, c) och (1)
med (b, c). Enligt definitionen av projektiva plan best˚ar snittet av tv˚a linjer av en unik
punkt, vilket ger att linjen som fo¨rbinder (0) med (b, c) ma˚ste korsa l1 i en unik punkt,
varfo¨r vi d˚a har att c = k, det vill sa¨ga (0, c) = (0, k) och T (0, b, c) = c. Allts˚a har vi att
T (a, 0, c) = T (0, b, c) = c, fo¨r alla a, b, c 2 R.
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(B) Antag att T (a, 1, 0) = k. D˚a har vi att (1, 0) 2 [a, k], det vill sa¨ga (1, 0) a¨r incident med
linjen som fo¨rbinder (a) med (0, k). Men (a) a¨r snittet av l1 med linjen som fo¨rbinder
(1, 0) och (0, a). Eftersom linjen som fo¨rbinder (1, 0) med (a) korsar l1 i en unik punkt
har vi att (0, k) = (0, a), det vill sa¨ga att k = a s˚a att T (a, 1, 0) = a.
Antag att T (1, a, 0) = k. D˚a a¨r (a, 0) incident med linjen som fo¨rbinder (1) med (0, k).
Men (a, 0) a¨r snittet av l2 med linjen som fo¨rbinder (1) med (0, a). Da¨rfo¨r har vi att
(0, a) = (0, k) och T (1, a, 0) = a. Allts˚a har vi att T (a, 1, 0) = T (1, a, 0) = a ga¨ller fo¨r
alla a 2 R.
(C) L˚at a, b, c, d 2 R s˚a att a 6= c. D˚a finns en unik linje som fo¨rbinder (a, b) med (c, d).
Eftersom a 6= c s˚a kommer denna linje inte att passera genom (1), varfo¨r linjen d˚a
kommer att korsa l1 i en unik punkt (m), da¨r m 2 R. Om denna linje a¨ven korsar l1
i (0, k) s˚a har vi att T (m, a, b) = T (m, c, d) = k. Eftersom (m) a¨r unik s˚a finns d˚a ett
unikt x 2 R s˚adant att T (x, a, b) = T (x, c, d).
(D) Vi har att T (a, b, x) = c om och endast om (b, x) a¨r p˚a linjen som fo¨rbinder (a) med
(0, c). Men fo¨r alla x 2 R a¨r (b, x) p˚a linjen som fo¨rbinder (1) med (b, 0). Dessa tv˚a
linjer a¨r incidenta i en unik punkt, varfo¨r det d˚a ma˚ste finnas ett unikt x 2 R s˚a att
T (a, b, x) = d.
(E) Vi har att T (a, x, y) = b om och endast om (b, x) 2 [a, b], och T (c, x, y) = d om och
endast om (x, y) 2 [c, d]. Men [a, b]\ [c, d] best˚ar av en unik punkt som inte ligger p˚a l1
eftersom a 6= c. Da¨rfo¨r finns det ett unikt ordnat par x, y 2 R s˚adant att T (a, x, y) = b
och T (c, x, y) = d.
Denna sats ger fo¨ljande definiton:
Definition 6.4. En terna¨r ring (R, T ) som uppfyller alla villkoren i sats 6.3 sa¨gs vara en
plana¨r terna¨r ring, som a¨ven fo¨rkortas till PTR.
Fo¨ljande sats besta¨mmer incidensrelationerna av ett projektivt plan P i termer av koor-
dinater ur R tillsammans med den terna¨ra operatorn T .
Sats 6.5. L˚at (R, T ) vara en PTR. D˚a a¨r P ett projektivt plan om punkterna i P a¨r ordnade
par (x, y), da¨r x, y 2 R, tillsammans med element som har formen (x) och (1), da¨r x 2 R
och 1 /2 R. Linjer representeras d˚a av ordnade par [m, k], da¨r m, k 2 R, tillsammans med
element p˚a formen [m] och [1] da¨r m 2 R och 1 /2 R. Incidens definieras d˚a enligt
(i) (x, y) 2 [m, k], T (m,x, y) = k,
(ii) (x, y) 2 [k], x = k,
(iii) (x) 2 [m, k], x = m,
(iv) (x) 2 [1], fo¨r alla x 2 R och (1) 2 [k], fo¨r alla k 2 R,
(v) (1) 2 [1].
Anm. Vi observerar att incidensrelationen i 6.3 respekterar koordinatiseringsprocessen vi
beskrev i fo¨reg˚ande kapitel.
Bevis. Vi bo¨rjar med att visa att tv˚a godtyckliga punkter a¨r incidenta med en unik linje. (C)
i sats 6.3 ger att det fo¨r alla b, d 2 R finns ett unikt m 2 R s˚adant att T (m, a, b) = T (m, c, d).
Om a 6= c ligger d˚a punkterna (a, b) och (c, d) p˚a linjen [m,T (m, a, b)]. Enligt (ii) har vi att
(a, b) och (a, d) ligger p˚a linjen [a]. S˚a om (a, c) och (a, d) ligger p˚a [m, k], s˚a har vi att
T (m, a, b) = k = T (m, a, d). Men detta a¨r en motsa¨gelse till sats 6.3 (D). S˚aledes har vi visat
att tv˚a godtyckliga distinkta punkter p˚a formen (a, b), da¨r a, b 2 R, fo¨rbinds av en unik linje
l s˚adan att l 6= [1].
L˚at (m) 2 [1] da¨r (m) 6= (1) och l˚at (a, b) /2 [1]. Alla linjer genom (m) a¨r antigen [1]
eller s˚a kan de skrivas som [m, k] fo¨r n˚agot k 2 R. Linjen [m, k] passerar genom (a, b) om
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och endast om T (m, a, b) = k. Eftersom T a¨r en terna¨r operator a¨r den entydigt besta¨md av
m, a och b, s˚a d˚a a¨r [m,T (m, a, b)] den unika linjen i P som inneh˚aller (m) och (a, b). Men
eftersom det fo¨r alla linjer l 6= [1] s˚adana att (1) 2 l ga¨ller att l = [k], da¨r k 2 R, har
vi att den unika linjen i P som fo¨rbinder (1) och (a, b) a¨r [a]. Vidare har vi att punkterna
(m1) och (m2) a¨r incidenta med [1] eftersom bara punkter p˚a [1] skrivs som (m), m 2 R.
Da¨rmed har vi visat att tv˚a godtyckliga distinkta punkter i P a¨r incidenta med en unik linje.
Fo¨r att visa att tv˚a linjer a¨r incidenta med en unik punkt betraktar vi de tv˚a linjerna
[m1, k1] och [m2, k2]. Om m1 6= m2 har vi enligt 6.3 (E) att det finns ett unikt ordnat
par (a, b), da¨r a, b 2 R, s˚adant att T (m1, a, b) = k1 och T (m2, a, b) = k2. Detta inneba¨r
att (a, b) 2 [m1, k1] och (a, b) 2 [m2, k2]. Om ista¨llet m1 = m2 s˚a a¨r (m1) 2 [m1, k1] och
(m1) 2 [m2, k2], vilket inneba¨r att alla par av distinkta linjer a¨r incidenta med en punkt.
Enligt koordinatiseringsmetoden vi beskrivit ovan har vi att alla linjer [m, k] korsar [1]
i punkten (m), s˚a fo¨r att visa att linjer av typen [m, k] a¨ven korsar alla andra linjer i P
beho¨ver vi endast betrakta snittet [m, k] \ [h] da¨r h 6= m. Vi har att [m, k] \ [h] = (h, h0)
da¨r existensen av h0 garanteras av 6.3 (D), och h0 f˚as med hja¨lp av T (m,h, h0) = k. Men
eftersom alla par av linjer [m1], [m2] a¨r incidenta med (1) har vi att alla par av godtyckliga,
distinkta linjer i P a¨r incidenta med en unik punkt i P.
Fo¨r att slutfo¨ra beviset beho¨ver vi visa att det finns en icke-degenererad fyrho¨rning i P.
L˚at A = (0), B = (1), C = (0, 0) och D = (1, 1). D˚a a¨r AB = [1], BC = [0] och CA = [0, 0].
Allts˚a a¨r ABCD en icke-degenererad fyrho¨rning.
Vi har s˚aledes visat att P i sats 6.5 uppfyller axiomen i definitionen av projektiva plan
och da¨rmed a¨r ett projektivt plan.
6.3 Plana¨ra terna¨ra ringars algebraiska egenskaper
Fo¨r att kunna uppn˚a ma˚let med detta kapitel ska vi utforska de plana¨ra terna¨ra ringarna.
Vi bo¨rjar med att go¨ra fo¨ljande definition:
Definition 6.6. En ma¨ngd G 6= ; tillsammans med en bina¨r operation · sa¨gs vara en loop
om:
(i) a · x = b har en entydig lo¨sning i x fo¨r alla a, b 2 R,
(ii) y · a = b har en entydig lo¨sning i y fo¨r alla a, b 2 R, och
(iii) det finns ett element e 2 G s˚adant att e · x = x · e = x fo¨r alla x 2 G. Detta element
kallas fo¨r identitetselementet till G.
Fo¨ljande exempel a¨r taget fr˚an vanliga euklidiska kroppsplan.
Exempel 6.7. Givet en lutning a och ett nollsta¨lle (b, 0) har vi fo¨r den va¨lka¨nda linjens
ekvation y = kx+m att
0 = ab+m, m =  ab.
Givet en lutning k = 1 och en godtycklig punkt (a, b) s˚a har vi fo¨r y = kx+m att
b = 1 · a+m, m = b  a.
Med exempel 6.7 som motiverande exempel kan vi nu att la¨gga till de bina¨ra operationerna
addition och multiplikation till en PTR p˚a ett s˚adant sa¨tt att (R,+) och (R⇤, ·), da¨r R⇤ =
R \ {0}, a¨r loopar. Detta go¨r vi genom fo¨ljande
Definition 6.8. L˚at (R, T ) vara en PTR. D˚a definieras additonen som a + b := T (1, a, b)
och multiplikationen som a · b := ab := T (a, b, 0).
Eftersom T a¨r en terna¨r operator a¨r b˚ade a+b och ab entydigt besta¨mda. Fo¨ljande figurer
illustrerar multiplikationen och additionen:
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OY
X
(a)
(0, ab)
(b, 0)
Figur 50: Multiplikation i det projektiva planet.
O
Y
X
(1)
(0, a+ b)
(a, b)
Figur 51: Addition i det projektiva planet.
Denna definition av addition och multiplikation a¨r allts˚a inte slumpma¨ssig, utan a¨r gjord
fo¨r att sta¨mma o¨verrens med addition och multiplikation i kroppsplan som har ett Cartesiskt
koordinatsystem. Med denna multiplikation och addition har vi fo¨ljande resultat:
Sats 6.9. Om (R, T ) a¨r en PTR s˚a a¨r (R,+) och (R⇤, ·), da¨r R⇤ = R \ {0}, loopar med 0
respektive 1 som identitetselement.
Bevis. (i) Addition:
Fo¨r alla a 2 R ga¨ller det att 0+ a = T (1, 0, a) = a och a+0 = T (1, a, 0) = a enligt sats
6.3 (A), (B). Allts˚a a¨r 0 identitetselementet fo¨r (R,+).
Ekvationen a + x = b har en entydig lo¨sning fo¨r x ty T (1, a, x) = b har en entydig
lo¨sning fo¨r x enligt sats 6.3(D). Ekvationen x+ a = b har en entydig lo¨sning fo¨r x om
och endast om T(1,a,x)=b har en entydig lo¨sning fo¨r x. Fr˚an sats 6.3(E) har vi att det
finns ett unikt ordnat par (x, y) s˚adant att T (1, x, y) = b och T (0, x, y) = a. Men sats
6.3(A) ) T (0, x, y) = a har lo¨sningen y = a. Allts˚a finns det ett unikt x s˚adant att
T (1, x, a) = b. Da¨rmed a¨r (R,+) en loop.
(ii) Multiplikation:
Anta xy = 0 och y 6= 0. Betrakta ekvationen T (u, y, 0) = T (u, 0, 0). Enligt sats 6.3
(C) finns det en entydig lo¨sning fo¨r u. Eftersom u = 0 a¨r en lo¨sning ma˚ste den enda
lo¨sningen till T (u, y, 0) = T (u, 0, 0) vara u = 0. Men xy = 0 leder till att T (x, y, 0) = 0
och T (x, 0, 0) = 0. Allts˚a a¨r x = 0, vilket visar att R⇤ a¨r sluten under multiplikation.
Ekvationen ax = b har en entydig lo¨sning fo¨r x om och endast om T (a, x, 0) = b har en
entydig lo¨sning fo¨r x. Sats 6.3 (E) ger att det finns ett unikt ordnat par (x, y) s˚adant
att T (a, x, y) = b och T (0, x, y) = 0. Eftersom T (0, x, y) = 0 leder till att y = 0 s˚a har
T (a, x, 0) = b en entydig lo¨sning fo¨r x.
Ekvationen xa = b har en entydig lo¨sning fo¨r x om och endast om T (x, u, 0) = b har en
entydig lo¨sning fo¨r x. Enligt sats 6.3 (C) har T (x, a, 0) = T (x, 0, b) en entydig lo¨sning
fo¨r x eftersom a 6= 0 och enligt 6.3 (A) a¨r T (x, 0, b) = b fo¨r alla x 2 R. Detta ger att
T (x, a, 0) = b har en entydig lo¨sning i x. Allts˚a a¨r (R⇤, ·) en loop.
Fo¨ljande egenskap a¨r viktig och beho¨vs fo¨r att vi ska kunna bevisa den fundamentala
satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri.
Definition 6.10. En plana¨r terna¨r ring (R, T ) sa¨gs vara linja¨r om T (a, b, c) = ab+ c fo¨r alla
a, b, c 2 R.
Genom fo¨ljande exempel illustrerar vi att ett desargiskt plan o¨ver en godtycklig skevkropp
K kan koordinatiseras av en linja¨r plana¨r terna¨r ring (K,T ). Om det desargiska planet a¨r
a¨ndligt s˚a finns det ett a¨ndligt antal linjer och punkter, varfo¨r det d˚a omedelbart fo¨ljer att
skevkroppen a¨r a¨ndlig. Men enligt Wedderburns lilla sats a¨r s˚a alla a¨ndliga skevkroppar
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a¨ndliga kroppar och d˚a fo¨ljer det att exemplet a¨ven ga¨ller fo¨r kroppsplan som ju a¨r fo¨rema˚let
fo¨r detta arbete.
Exempel 6.11. Betrakta ett desargiskt projektivt plan P vars punkter a¨r ordnade tripplar
(x, y, z) 2 K3 da¨r (x, y, z) 6= (0, 0, 0) fo¨r alla x, y, z 2 K med (x, y, z) = (xk, yk, zk) och
K 3 k 6= 0. Linjerna a¨r ordnade tripplar [l,m, n] 6= [0, 0, 0] da¨r l,m, n 2 K med [l,m, n] =
[kl, km, kn] och k 6= 0. Incidensrelationen ges av (x, y, z) 2 [l,m, n] om och endast om lx +
my+nz = 0. Vi info¨r beteckningen att om (x, y) och (m,n) a¨r punkter i P s˚a a¨r (x, y)(m,n)
linjen som fo¨rbinder (x, y) med (m,n), da¨r x, y,m, n 2 K.
L˚at punkterna i det desargiska projektiva planat vara givna av
[1] = [0, 0, 1],
(1) = (0, 1, 0),
(0) = (1, 0, 0),
(0, 0) = (0, 0, 1),
(1, 1) = (1, 1, 1).
Vi l˚ater k 2 K vara elementen i den plana¨ra terna¨ra ringen och l˚ater alla k 2 K re-
presentera punkterna (0, k, 1). Fo¨r punkten (1, 0) har vi att (1, 0) = (0, 0)(0) \ (1, 1)(1),
vilket inneba¨r att det a¨r punkten (1, 0, 1), ty (1, 0, 1) = [0, 1, 0] \ [ 1, 0, 1]. Vidare har vi att
(1) = [1]\ (1, 0)(0, 1), det vill sa¨ga att (1) = (1, 1, 0), da¨r (1, 1, 0) = [0, 0, 1]\ [ 1, 1, 1].
Nu ger liknande argumentation att (a, 0) = (a, 0, 1) eftersom (a, 0) a¨r kolinja¨r med (0, a) och
(1). S˚aledes har vi d˚a att (a, b) = (a, b, 1). P˚a samma sa¨tt a¨r (m) = (1, m, 0). Dualitets-
principen ger nu att [m, k] = [1, 0, k].
Ha¨rna¨st ska vi besta¨mma den terna¨ra operationen T . L˚at   vara den additiva operationen
fo¨r (K,T ) och   vara den multiplikativa operationen fo¨r (K,T ). D˚a har vi fo¨r alla a, b 2 K
att a  b = T (1, a, b). Fr˚an definitionen av T i sats 6.3 har vi att T (1, a, b) = k om och endast
om (a, b) 2 [1, k], det vill sa¨ga att T (1, a, b) = k om och endast om (a, b, 1) 2 [1, 1, k]. Detta
ger nu att a+b k = 0 s˚a att a+b = k, vilket allts˚a visar att   a¨r detsamma som additionen
fo¨r skevkroppen K.
Fo¨r   har vi nu att a   b = T (a, b, 0) fo¨r alla a, b 2 K. Fr˚an definitionen av T i sats 6.3
har vi att T (a, b, 0) = k om och endast om (b, 0) 2 [a, k], det vill sa¨ga att T (a, b, 0) = k om
och endast om (b, 0, 1) 2 [a, 1, k]. D˚a har vi att ab˙+0 · 1  k = 0, s˚a att ab = k. Detta visar
att   a¨r detsamma som multiplikationen fo¨r skevkroppen K.
Slutligen ska vi besta¨mma T (m,x, y). Fr˚an definitionen av T i 6.3 har vi att T (m,x, y) = k
om och endast om (x, y) 2 [m, k]. Detta ger nu att mx + y   k = 0 s˚a att mx + y = k. D˚a
har vi att T (m,x, y) = mx+ y, det vill sa¨ga T (m,x, y) = m  x  y, vilket visar att (K,T )
a¨r linja¨r enligt definition 6.10.
Exemplet visar allts˚a att ett a¨ndligt projektivt plan kan koordinatiseras av en linja¨r PTR.
Fo¨ljande sats ger de no¨dva¨ndiga och tillra¨ckliga villkoren fo¨r att en PTR som koordinatiserar
ett projektivt plan P ska vara linja¨r.
Sats 6.12. Antag att (R, T ) a¨r en PTR. D˚a a¨r (R, T ) linja¨r om och endast om tv˚a trianglar,
perspektiva fr˚an (1) och s˚adana att
- b˚ada har n˚agot ho¨rn p˚a [0] och
- de tv˚a paren av sidor som inneh˚aller punkter fr˚an [0] mo¨ts p˚a [1],
har egenskapen att en av de tre sidorna passerar genom (0) om och endast om sista sidan
passerar genom (0).
Bevis. L˚at A1B1C1 och A2B2C2 vara de tv˚a trianglarna i hypotesen s˚adana att A1A2 a¨r
linjen x = 0, B1B2 a¨r x = u och C1C2 a¨r x = v. L˚at C3 = A1B1 \ A2B2 vara (m),
B3 = C1A1 \ C2A2 vara (n) och l˚at B1C1 \ [1] vara (0). Vidare har vi att A1 = (0, a),
A2 = (0, d), B1 = (u, b) och B2 = (u, c). Nu har vi att C1 = (v, b) ty C1 = C1C2 \ (0)B1. Om
vi l˚ater C2 = (v, f) har vi att konfigurationen i satsen implicerar att v = f .
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(i) Antag att (R, T ) a¨r linja¨r. Eftersom A1, B1 och C3 a¨r kolinja¨ra s˚a a¨r mu + b = a
och eftersom A1, C1 och B3 a¨r kolinja¨ra s˚a a¨r nv + b = a. Men eftersom (R,+) a¨r
en loop s˚a har ekvationen x + b = a en entydig lo¨sning, s˚a allts˚a a¨r mu = nv. P˚a
samma sa¨tt har vi att mu + c = nv + f = d, ty A2, B2 och C3 a¨r kolinja¨ra. Men
nv = mu) mu+ c = mu+ f = d) c = f ty (R,+) a¨r en loop.
(ii) Antag att c = f . Med samma ma¨ngd av kolinja¨ra punkter som i (i) har vi att
T (m,u, b) = T (u, v, b) = a (4)
och
T (m,u, c) = T (n, v, c) = d. (5)
Ekvationerna 4 och 5 ma˚ste h˚alla fo¨r godtyckliga m, u, b, n och c. Om vi i 5 l˚ater c = 0
och n = 1 har vi att mu = v = d. Insa¨ttning i 4 ger att T (m,u, b) = T (1, v, b) = v+ b =
mu+ b, det vill sa¨ga att (R, T ) a¨r linja¨r.
Da¨rmed a¨r beviset klart.
6.4 Den additiva och multiplikativa egenskapen hos (R, T )
Ha¨rna¨st ska vi underso¨ka den additiva strukturen och den multiplikativa strukturen av en
linja¨r PTR. Vi vill utveckla ett teoretiskt ramverk som vi sedan anva¨nder i beviset av fun-
damentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri. Vi bo¨rjar med att underso¨ka den additiva
strukturen.
Sats 6.13. (R, T ) a¨r en linja¨r PTR med associativ addition om och endast om P a¨r ((1), [1])-
transitiv.
Bevis. ()): Antag att (R, T ) a¨r linja¨r med associativ addition. Om A och B a¨r tv˚a distinkta
punkter kolinja¨ra med (1), men ej incidenta med [1], beho¨ver vi konstruera en ((1), [1])-
elation ↵ : P ! P s˚adan att ↵(A) = B. Detta go¨r vi genom att va¨lja en kollineation fo¨r
P[1] som fixerar alla linjer incidenta med (1) och permuterar alla punkterna i P[1] s˚a att,
↵(A) = B. Observera att ↵ d˚a kommer att permutera alla punkter i P som inte a¨r incidenta
med [1], vilket kommer att go¨ra [1] till axeln i v˚ar axiala kollineation. Och eftersom ↵
fixerar alla linjer incidenta med (1) har vi att denna punkt blir centrum fo¨r ↵.
L˚at da¨rfo¨r A = (u, v). D˚a a¨r B = (u,w) fo¨r n˚agot w 2 R ty (1), A och B a¨r kolinja¨ra. Nu
har vi att det finns ett unikt a 2 R s˚adant att w = v+a och B = (u, v+a) ty (R,+) a¨r en loop.
S˚a vi kan definiera en avbildning ↵a : P[1] ! P[1] da¨r (x, y) 7! (x, y+ z), [m, k] 7! [m, k+a]
och [k] 7! [k]. Vi ser att ↵a a¨r en injektiv avbildning som avbildar punkter i P[1] p˚a punkter
i P[1], och linjer i P[1] p˚a linjer i P[1]. Vi har a¨ven att ↵a fixerar alla linjer p˚a formen [k],
k 2 R, och att ↵a(A) = B.
Nu har vi att om ↵a a¨r en kollineation av P[1] s˚a a¨r ↵a en kollineation av P. S˚a fo¨r att
bevisa satsen i denna riktningen beho¨ver vi bara visa att ↵a a¨r en kollineation av P[1]. Detta
a¨r dock ekvivalent med att bevisa att ↵a bevarar incidensrelationen.
Fr˚an definitionen av T i 6.3 har vi fo¨r x, y,m, k 2 R att T (m,x, y) = k om och endast om
(x, y) 2 [m, k], vilket a¨r ekvivalent med att mx+ y = k, eftersom (R, T ) enligt antagande a¨r
linja¨r. Men d˚a a¨r ↵a((x, y)) 2 ↵a([m, k]) om och endast om mx+ (y + a) = k + a. Eftersom
additionen a¨r associativ enligt antagande har vi s˚aledes att mx+ (y+ a) = (mx+ y) + a och
da¨rfo¨r a¨r mx+ (y + a) = k + a om och endast om mx+ y = k. Vidare har vi att (x, y) 2 [k]
om och endast om x = k, vilket ger att ↵a((x, y)) 2 ↵a([k]).
Detta visar att ↵a a¨r en kollineation av P[1] och da¨rmed a¨ven av P. Denna kollineations
centrum a¨r (1) och dess axel a¨r [1] och da¨rmed har vi visat att P a¨r ((1), [1])-transitiv.
((): Antag att P a¨r ((1), [1])-transitiv. D˚a a¨r P ((1), [1])-desargiskt enligt sats 4.34.
Sats 6.12 ger d˚a att (R, T ) a¨r linja¨r. D˚a finns det fo¨r alla punkter (0, a) 2 [0] en ((1), [1])-
elation som avbildar (0, 0) p˚a (0, a). Vi l˚ater ✓a beteckna denna elation. D˚a har vi fo¨r alla
punkter (x, y) att ✓a((x, y)) = (x, u) fo¨r n˚agot u 2 R s˚adant att u endast beror p˚a y och a.
Detta ger d˚a att ✓a((x, y)) = (x,↵a(y)), da¨r ↵a : R! R a¨r injektiv och ↵a(0) = a.
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Vi har s˚aledes att ✓a : R ! R, (x, y) 7! (x,↵a(y)), (m) 7! (m) och (1) 7! (1), vilket
d˚a a¨r en fullsta¨ndig beskrivning av verkan av ↵a p˚a punkterna i P. Verkan av ✓a p˚a linjerna
i P ges av ✓a([m, k]) = [m,↵a(k)], [k] 7! [k] och [1] 7! [1] eftersom ✓a((m)) = (m) och
↵a((0, k)) = (0,↵a(k)).
Eftersom (R, T ) a¨r linja¨r och eftersom ↵a bevarar incidensrelationen har vi attmx+y = k
om och endast om mx+ ↵a(y) = ↵a([k]), det vill sa¨ga om och endast om
mx+ ↵a(y) = ↵a(mx+ y) (6)
fo¨r alla m,x, y 2 R. Med y = 0 och m = 1 har vi da¨rfo¨r att
x+ ↵a(0) = ↵a(x) = x+ a. (7)
Insa¨ttning av ↵a(x) = x+ a i 6 tillsammans med m = 1 ger att x+ (y+ a) = (x+ y) + a
fo¨r alla x, y, a 2 R, det vill sa¨ga att (R, T ) har en associativ addition. Da¨rmed har vi visat
att (R, T ) a¨r linja¨r med associativ addition, vilket fullbordar beviset.
Linja¨ra plana¨ra terna¨ra ringar med associativ addition a¨r viktiga fo¨r v˚art a¨ndama˚l. Da¨rfo¨r
f˚ar de ett eget namn.
Definition 6.14. En cartesisk grupp a¨r en linja¨r plana¨r terna¨r ring vars addition a¨r associ-
ativ.
Sats 6.15. L˚at (R, T ) vara en cartesisk grupp. D˚a ga¨ller det att (R, T ) a¨r va¨nsterdistributiv,
det vill sa¨ga att a(b + c) = ab + ac fo¨r alla a, b, c 2 R, om och endast om P a¨r ((1), [1])-
transitiv.
Bevis. ()): Antag att den va¨nsterdistributiva lagen h˚aller fo¨r (R, T ). Vi beho¨ver konstruera
en ((1), [1])-elation som avbildar (0, 0) p˚a (a, 0) fo¨r varje a 2 R. Precis som i beviset fo¨r
sats 6.13 beho¨ver vi endast betrakta en la¨mplig kollineation av det a na planet P[1]. Vi
definierar s˚aledes ↵a : P[1] ! P[1] genom ↵a((x, y)) = (a + x, y), [m, k] 7! [m,ma + k] och
[k] 7! [a+ k]. Denna konstruktion av ↵a ger d˚a att ingen av punkterna i P[1] fixeras medan
varje linje genom (0) fixeras. Precis som i beviset av 6.13 beho¨ver vi nu bara visa att ↵a
bevarar incidensrelationen.
Vi har att (R, T ) a¨r linja¨r ty (R, T ) a¨r en cartesisk grupp enligt antagande. Vi har da¨rfo¨r
att (x, y) 2 [m, k] om och endast om mx + y = k, samt att ↵a((x, y)) 2 ↵a([m, k]) om och
endast om m(a+x)+y = ma+k. Va¨nsterdistributiviteten ger nu att m(a+x) = ma+mx s˚a
att m(a+x)+y = ma+mx+y. Att (R, T ) a¨r en cartesisk grupp inneba¨r enligt definition att
additionen a¨r associativitet. Allts˚a f˚ar vi att m(a+x)+y = (ma+mx)+y = ma+(mx+y),
da¨r ma + (mx + y) = ma + k om och endast om mx + y = k. Detta visar att ↵a bevarar
incidensrelationen och, enligt konstruktionen av ↵a, s˚a har vi att P a¨r ((1), [1])-transitiv.
((): Antag att P a¨r ((1), [1])-transitiv. Fo¨r att se att den va¨nsterdistributiva lagen
h˚aller fo¨r (R, T ) anva¨nder vi samma tillva¨gag˚angssa¨tt som i beviset av sats 6.13. Vi definierar
✓a som en ((1), [1])-elation s˚adan att ✓a((0, 0)) = (a, 0). D˚a har vi fo¨r alla x, y 2 R att
✓a((x, y)) = (↵a(x), y) da¨r ↵a : R! R a¨r injektiv och ↵a(0) = a. Detta ger d˚a en fullsta¨ndig
beskrivning av verkan av ✓a p˚a punkterna i P[1].
L˚at nu ✓a([m, k]) = [m,h] fo¨r n˚agot h 2 R. Fo¨r att kunna besta¨mma verkan av ✓a p˚a
linjerna i P[1] beho¨ver vi besta¨mma h i termer av m, k och a. Eftersom (0, k) 2 [m, k]
har vi att ✓a((0, k)) 2 ✓a([m, k]), det vill sa¨ga att (a, k) 2 [m,h]. Eftersom (R, T ) a¨r en
cartesisk grupp s˚a fo¨ljer det att (R, T ) a¨r linja¨r, vilket leder till att ma + k = h s˚a att
✓a([m, k]) = [m,ma+ k].
Nu har vi att punkten (x, y) 2 [m, k] om och endast om ✓a((x, y)) 2 ✓a([m, k]). Men d˚a
har vi att mx+ y = k om och endast om m↵a(x) + y = ma+ k. Detta ger att m↵a(x) + y =
ma+(mx+ y) = (ma+mx)+ y, da¨r den sista likheten ges av associativiteten fo¨r additionen
av (R, T ). Allts˚a har vi att
m↵a(x) + y = (ma+mx) + y (8)
fo¨r alla m,x, y, a 2 R. Om vi l˚ater m = 1 och y = 0 har vi att 8 blir
↵a(x) = a+ x. (9)
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Insa¨ttning av 9 i 8 ger
m(a+ x) + y = (ma+mx) + y. (10)
Nu har vi att t+ y = s+ y ( t = s eftersom (R,+) a¨r en loop. S˚a 10 ger att
m(a+ x) = ma+mx, (11)
det vill sa¨ga att (R, T ) a¨r va¨nsterdistributiv.
Cartesiska grupper som uppfyller sats 6.15 f˚ar ett specifikt namn.
Definition 6.16. En gartesisk grupp (R, T ) fo¨r vilken den va¨nsterdistributiva lagen h˚aller
kallas fo¨r kvasikropp.
Att (R,+) a¨r en abelsk grupp a¨r en viktig egenskap som vi beho¨ver fo¨r att kunna bevisa
fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri. Fo¨r att bevisa att a¨r en (R,+) a¨r en
abelsk grupp beho¨ver vi fo¨ljande lemman.
Lemma 6.17. P koordinatiseras av en kvasikropp om och endast om P a¨r ([1], [1])-transitivt.
Bevis. ()): Antag att P koordinatiseras av en kvasikropp. Detta inneba¨r att (R, T ) a¨r en
kvasikropp, vilket enligt definition inneba¨r att (R, T ) a¨r en cartesisk grupp. D˚a a¨r P ((0), [1])-
transitivt enligt sats 6.15. Att (R, T ) a¨r en cartesisk grupp inneba¨r enligt definition att (R, T )
a¨r linja¨r och har associativ multiplikation. D˚a ger 6.13 att P a¨ven a¨r ((1), [1])-transitivt.
Vi har allts˚a att P a¨r ((0), [1])-transitivt och ((1), [1])-transitivt. Fr˚an koordinatise-
ringsprocessen vi beskrivit tidigare vet vi att (0) 6= (1) samt att (0) 2 [1] och (1) 2 [1].
Allts˚a a¨r P ([1], [1])-transitivt enligt sats 4.22.
((): Antag att P a¨r ([1], [1])-transitivt. Vi ska se att P d˚a kan koordinatiseras av en
kvasikropp.
Fr˚an antagandet fo¨ljer det att P a¨r (P, [1])-transitivt fo¨r alla val av P 2 [1]. D˚a ga¨ller
det speciellt att P a¨r ((0), [1])-transitivt ty (0) 2 [1]. Men d˚a ger sats 6.15 att (R, T ) a¨r
en cartesisk grupp som uppfyller den va¨nsterdistributiva lagen, vilket a¨r definitionen av en
kvasikropp. Allts˚a koordinatiseras P av en kvasikropp.
Lemma 6.18. Om P koordinatiseras av en kvasikropp fo¨r n˚agot val av punkter X = (0)
och Y = (1), s˚a kan P koordinatiseras av en kvasikropp oavsett val av (0) och (1) s˚a la¨nge
(0) 2 XY och (1) 2 XY .
Bevis. Antag att P koordinatiseras av en kvasikropp fo¨r n˚agot val av punkter X = (0) och
Y = (1). L˚at [1] = XY . Vi ska visa att P koordinatiseras av en kvasikropp fo¨r alla val av
punkter P 2 [1].
Eftersom P koordinatiseras av en kvasikropp enligt antagande s˚a a¨r P ([1], [1])-transitivt
enligt lemma 6.17, det vill sa¨ga att P a¨r (P, [1])-transitivt fo¨r alla val av P 2 [1]. L˚at
X 0, Y 0 2 [1] s˚adana att X 0 6= X och Y 0 6= Y . Detta val av X 0 och Y 0 a¨ndrar inte det faktum
att P a¨r ([1], [1])-transitivt d˚a ([1], [1])-transitivitet inneba¨r (P, [1])-transitivitet fo¨r alla
val av P 2 [1]. Allts˚a kan P koordinatiseras av en kvasikropp oavsett val av P 2 [1].
Vi kan nu formulera ett viktigt resultat, som kommer beho¨vas i beviset till fundamentala
satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri:
Sats 6.19. Om (R, T ) a¨r en kvasikropp s˚a a¨r (R,+) abelsk.
Bevis. Antag att kvasikroppen (R, T ) koordinatiserar det projektiva planet P. Lemma 6.17
ger att P d˚a a¨r ([1], [1])-transitivt. Detta inneba¨r att P a¨r (P, [1])-transitivt fo¨r alla val av
P 2 [1]. Eftersom (1) 2 [1] kan vi va¨lja P = (1), vilket d˚a inneba¨r att P a¨r ((1), [1])-
transitivt.
Lemma 6.18 ger att P koordinatiseras av en kvasikropp oavsett val av punkter p˚a [1].
Detta inneba¨r att [1] a¨r en axel till flera olika (P, [1])-elationer, da¨r P 2 [1]. Sats 4.19 ger d˚a
att gruppen av ([1], [1])-elationer, G([1],[1]), a¨r abelsk. Speciellt har vi d˚a att delgruppen
G((1),[1]). Men alla kollineationer ↵ 2 G((1),[1]) a¨r n˚agon av avbildningarna i 6.13. Vi
p˚aminner la¨saren att dessa kollineationer a¨r ↵ : P ! P s˚adan att ↵(A) = B, definierade
enligt ↵a : P[1] ! P[1] da¨r (x, y) 7! (x, y + z), [m, k] 7! [m, k + a] och [k] 7! [k].
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I fallet [k] 7! [k] fo¨ljer satsen trivialt, ty alla ↵ 2 G((1),[1]) la¨mnar [k] invariant. De andra
tv˚a fallen kra¨ver, emellertid, mer arbete.
I fallet (x, y) 7! (x, y+ z) har vi att om ↵a((x, y)) = (x, y+ z) och ↵b((x, y)) = (x, y+ z0),
da¨r x, y, z, z0 2 R, s˚a a¨r
↵a(↵b((x, y))) = ↵a((x, y + z0)) = (x, (y + z0) + z)
och
↵b(↵a((x, y))) = ↵b((x, y + z)) = (x, (y + z) + z0)
da¨r (x, (y + z0) + z) = (x, y + (z0 + z)) och (x, (y + z) + z0) = (x, y + (z + z0)) ty additionen
a¨r associativ. Eftersom G((1),[1]) a¨r abelsk har vi att (x, y + (z0 + z)) = (x, y + (z + z0)). S˚a
z0 + z = z + z0, det vill sa¨ga att additionen a¨r kommutativ.
I fallet [m, k] 7! [m, k+a] har vi att om ↵a([m, k]) = [m, k+a] och ↵b([m, k]) = [m, k+b],
da¨r x, y, a, b 2 R, s˚a a¨r
↵a(↵b([m, k])) = ↵a([m, k + b]) = [m, (k + a) + b]
och
↵b(↵a([m, k])) = ↵b([m, k + a]) = [m, (k + b) + a].
da¨r [m, (k+a)+b] = [m, k+(a+b)] och [m, (k+b)+a] = [m, k+(b+a)] eftersom additionen
a¨r associativ. Detta inneba¨r d˚a att [m, k + (a + b)] = [m, k + (b + a)] eftersom G((1),[1]) a¨r
abelsk. S˚a vi har att a + b = b + a, det vill sa¨ga att additionen a¨r kommutativ a¨ven i detta
fall. Detta visar att (R,+) a¨r abelsk.
Vi har hittills sett hur den additiva strukturen av en PTR, (R, T ), ha¨nger ihop med
existensen av elationer i P. Ha¨rna¨st ska vi underso¨ka den multiplikativa strukturen och se
hur denna ha¨nger ihop med existensen av homologier i P.
Sats 6.20. L˚at (R, T ) vara en PTR. D˚a a¨r (R, T ) linja¨r och har associativ multiplikation
om och endast om P a¨r ((0), [0])-transitiv.
Bevis. ()): Antag att a¨r (R, T ) linja¨r och har associativ multiplikation. Vi vill konstruera
en ((0), [0])-homologi fo¨r alla a 2 R⇤ := R\{0} som avbildar (1, 0) p˚a (a, 0). Denna homologi
kommer ej ha [1] som axel, s˚a vi kommer att visa dess existens genom att beskriva dess
verkan p˚a hela P.
L˚at da¨rfo¨r ✓a vara en ((0), [0])-homologi definierad enligt
✓a((x, y)) = (ax, y),
✓a((m) = (ma
 1),
✓a((1)) = (1),
✓a([1]) = [1],
✓a([k]) = [ak],
✓a([m, k]) = [ma
 1, k],
da¨r t = a 1 a¨r den unika lo¨sningen av ta = 1 i (R⇤, ·). Fr˚an denna konstruktion har vi d˚a att
om ✓a a¨r en kollineation s˚a a¨r ✓a en ((0), [0])-homologi som avbildar (1, 0) p˚a (a, 0). Allts˚a
beho¨ver vi bara visa att ✓a bevarar incidensrelationen fo¨r att visa satsen i denna riktningen,
vilket vi go¨r genom att kontrollera definitionerna av incidensrelationen i sats 6.5.
Vi har nu att eftersom (R, T ) a¨r linja¨r enligt antagande s˚a a¨r (x, y) 2 [m, k], vilket a¨r
ekvivalent med att mx+ y = k. D˚a har vi att
✓a(x, y)) 2 ✓a([m, k]), (ma 1)(ax) + y = k , (ma 1)(ax) + y , (ma 1)(ax) = mx.
Enligt antagande a¨r multiplikationen associativ, varfo¨r vi har att
(ma 1)(ax) = m(a 1a)x = mx.
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Allts˚a har vi att ✓a((x, y)) 2 ✓a([m, k]) om och endast om mx+ y = k.
Fr˚an 6.5 (ii) har vi att (x, y) 2 [k] a¨r ekvivalent med att x = k. Men fr˚an konstruktionen
av ✓a har vi att ✓a((x, y)) = (ax, y) och ✓a([k]) = [ak], varfo¨r
(ax, y) 2 [ak], ax = ak , x = k,
det vill sa¨ga ✓a((x, y)) 2 ✓a([k]) a¨r ekvivalent med att x = k.
Fr˚an 6.5 (iii) har vi att (x) 2 [m, k] a¨r ekvivalent med att x = m. Fr˚an konstruktionen
av ✓a har vi att (xa 1) 2 [ma 1, k], xa 1 = ma 1 da¨r
xa 1 = ma 1 , xa 1a = ma 1a, x = m.
Allts˚a har vi att ✓a((x)) 2 ✓a([m, k]) a¨r ekvivalent med att x = m.
Fr˚an 6.5 (iv) har vi att (x) 2 [1] fo¨r alla x 2 R och (1) 2 [k] fo¨r alla k 2 R. Enligt
den koordinatiseringsprocess vi tidigare beskrivit, skrivs alla punkter p˚a [1] som (x), da¨r
x 2 R, och alla linjer genom (1) som [k]. Vi ser d˚a att ✓a bevarar detta ty ✓a((x)) = xa 1
och ✓a([1]) = [1] samt ✓a((1)) = (1) och ✓a([k]) = [ak]. Slutligen har vi fr˚an 6.5 (v) att
(1) 2 [1], vilket bevaras av ✓a ty ✓a((1)) = (1) och ✓a([1]) = [1].
Vi har allts˚a visat ✓a bevarar incidensrelationen p˚a P, vilket inneba¨r att ✓a a¨r den kolli-
neation vi beho¨ver och allts˚a a¨r P ((0), [0])-transitiv.
((): Antag nu att P a¨r ((0), [0])-transitiv. L˚at ✓a vara den ((0), [0])-homologi som avbildar
(1, 0) p˚a (a, 0). D˚a besta¨ms verkan av ✓a p˚a P genom tv˚a permutationer ↵a och  a av R s˚adana
att om (m) 2 [1] s˚a a¨r ✓a((m)) = ↵a(m) da¨r ↵a(0) = 0 och ✓a((x, 0)) = ( a(x), 0) fo¨r alla
(x, 0) med x 2 R. Vidare a¨r  a(0) = 0 och  a(1) = a. D˚a har vi att verkan av ✓a p˚a P av
✓a((x, y)) = ( a(x), y),
✓a((m) = (↵a(m)),
✓a((1)) = (1),
✓a([1]) = [1],
✓a([k]) = [ a(k)],
✓a([m, k]) = [↵a(m), k].
Vi har da¨rfo¨r att T (m,x, y) = T (↵a(m), a(x), y) fo¨r alla m,x, y 2 R. Med y = 0 har vi
s˚aledes att
mx = ↵a(m) a(x) (12)
fo¨r alla m,x 2 R. Om x = 1 har vi att  a(1) = a och d˚a har vi fr˚an ekvation 12 att
m = ↵a(m)a. (13)
L˚at nu   : R⇤ ! R⇤ s˚adant att  a(x) = xa fo¨r alla x 2 R⇤. D˚a har vi fr˚an ekvation 13 att
↵a =   1a och da¨rfo¨r a¨r
mx =   1a  a(x). (14)
Nu l˚ater vi m = a i ekvation 14 och f˚ar att ax =  a(x) ty   1a = 1. Da¨rfo¨r har vi att
mx =   1a (m)(ax). (15)
Eftersom  a a¨r en permutation av R⇤ har vi fo¨r alla m 2 R s˚adana att m 6= 0 att det finns
ett unikt u 2 R s˚adant att m = ua. Vi observerar ha¨r att d˚a m 2 R⇤ a¨r godtyckligt s˚a a¨r
a¨ven u godtyckligt.
Insa¨ttning av m = ua i ekvation 15 ger d˚a
(ua)x =   1a (ua)(ax) =   1a ( a(u))(ax) = u(ax)
fo¨r alla u, a, x 2 R⇤. Detta visar allts˚a att R har en associativ multiplikation.
Fo¨r att se att (R, T ) a¨r linja¨r observerar vi att fo¨r alla m, a, x, y 2 R da¨r a 6= 0 s˚a a¨r
T (m,x, y) = T (ma 1, ax, y). Med m = a har vi att T (a, x, y) = T (1, ax, y) = ax+ y, det vill
sa¨ga att (R, T ) att a¨r linja¨r.
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Fo¨r att kunna bevisa den fundametala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri beho¨ver vi
a¨ven visa att (R, T ) a¨r ho¨gerdistributiv. Fo¨r att kunna go¨ra det beho¨ver vi emellertid ko-
ordinatisera dualplanet PD. Eftersom detta a¨r av samma ordning kan vi anva¨nda R fo¨r att
kooordinatisera PD. Vi betecknar punkter i PD med (x, y)0, (x)0 och linjer med [m, k]0, [k].
Vi koordinatiserar PD genom att l˚ata (0, 0)0 = [0, 0], (0)0 = [0], (1)0 = [1] och (1)0 = [1],
och sedan tilldela element ur R till punkter p˚a [0, 0]0 s˚a att (x, 0)0 = [x, 0]. Fr˚an detta har vi
d˚a att (0, 0) = [0, 0]0, (0) = [0]0, [x, y] = (x, y)0, (1) = [1]0 och (k) = [k]0.
Slutligen har vi att [m, k] = (m, k)0. Fo¨r att se detta resonerar vi som fo¨ljande. Vi vet
att (m, k)0 svarar mot ma¨ngden av alla linjer incidenta med en punkt i P. Vi beho¨ver finna
den punkten. Fr˚an diskussionen ovan a¨r punkterna (d, 0)0 och (1)0 i PD givna. Vi har att
(1)0 = [1], vilket inneba¨r att (1)0 svarar mot linjen x = 1 i P. Punkten (0, d)0 f˚as fr˚an linjen
som fo¨rbinder (d, 0)0 med (1)0 skuret med linjen som fo¨rbinder (0, 0)0 med (1)0. D˚a svarar
(0, d)0 mot linjen dx+ y = 0 i P. Med x = 1 har vi d˚a att d+ y = 0, det vill sa¨ga y =  d. Vi
har s˚aledes att den so¨kta ska¨rningspunkten i P a¨r (1, d). Av alla linjer i P som a¨r incidenta
med (1, d) s˚a ma˚ste en vara horisontell. Denna linje har d˚a ekvationen y =  d, vilket d˚a
ger att [0, d] = (0, d)0. Detta ger d˚a det vi ville, na¨mligen att [m, k] = (m, k)0
Denna diskussion har gett att (R, T 0) koordinatiserar PD och a¨r da¨rmed en PTR. Detta
ger fo¨ljande relation mellan P och PD.
Sats 6.21. Om (R, T ) a¨r en Cartesisk grupp s˚a a¨r (R, T 0) en Cartesisk grupp.
Bevis. Antag (R, T ) a¨r en Cartesisk grupp. D˚a uppfyller (R, T ) hypotesen i sats 6.12, s˚a
(R, T ) a¨r linja¨r. Dualitetsprincipen ger d˚a att (R, T 0) uppfyller villkoren i sats 6.12. S˚a (R, T 0)
a¨r linja¨r.
Beviset a¨r allts˚a klart om vi kan visa att (R, T 0) har en associativ addition. Fo¨r att se
att (R, T 0) har en associativ additon, l˚at + vara additionen p˚a (R, T ) och   vara additionen
p˚a (R, T 0). Fr˚an definitionen av addition har vi att a + b = T (1, a, b) fo¨r alla a, b 2 R. L˚at
T 0(1, a, b) = k. D˚a har vi att
T 0(1, a, b) = k , (a, b)0 2 [1, k]0
, (1, k) 2 [a, b].
Att T a¨r linja¨r enligt hypotes ger d˚a att
(1, k) 2 [a, b], T (a, 1, k) =  b
, a · 1  k =  b
, k = a+ b
Allts˚a har vi fo¨r alla a, b, c 2 R att associativiteten fo¨r (R, T ) ger
(a  b)  c = (a+ b)  c
= (a+ b) + c
= a+ (b+ c)
= a  (b+ c)
= a  (b  c),
det vill sa¨ga att   a¨r associativ.
Fo¨ljande sats beho¨ver vi fo¨r att kunna visa den ho¨gerdistributiva egenskapen hos (R, T ).
Sats 6.22. L˚at (R, T ) vara en kvasikropp. (R, T 0) uppfyller d˚a den ho¨gerdistributiva lagen.
Bevis. L˚at (R, T ) vara en kvasikropp som koordinatiserar P och (R, T 0) en PTR som koordi-
natiserar P⇤. L˚at + och · vara de bina¨ra operationerna p˚a (R, T ), och   och   vara de bina¨ra
operationerna p˚a (R, T 0). Fr˚an definitionen av multiplikation har vi att a ·b = T (a, b, 0). Fr˚an
definitionen i sats 6.3 av den terna¨ra operatorn har vi att
T 0(a, b, 0) = k , (b, 0)0 2 [a, k]0.
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Dualt har vi da¨rfo¨r att
(a, k) 2 [b, 0], T (b, a, k) = 0.
Att T a¨r linja¨r enligt hypotes ger
T (b, a, k) = 0, b · a  k = 0, k = b · a,
vilket d˚a a¨r en formel fo¨r   i termer av multiplikationen p˚a (R, T ).
Fr˚an definitionen av addition har vi att a + b = T (1, a, b). S˚a fr˚an definitionen i sats 6.3
av den terna¨ra operatorn har vi att
T 0(1, a, b) = k , (a, b)0 2 [1, k]0.
Dualt har vi att
(1, k) 2 [a, b], T (a, 1, k) =  b.
Att T a¨r linja¨r ger oss att
T (a, 1, k) =  b, a · 1  k = b, k = a+ b,
vilket d˚a a¨r en formel fo¨r   i termer av additionen p˚a (R, T ).
Fo¨r att visa satsen beho¨ver vi visa att a  c  b  c = (a  b)  c. Vi har att
a  c  b  c = b  c+ a  c
= c · b+ c · a
= c(a+ b)
= (a+ b)  c
= (a  b)  c,
vilket visar att T 0 a¨r ho¨gerdistributiv.
Sats 6.23. Antag att (R, T ) a¨r en Cartesisk grupp. D˚a uppfyller (R, T ) den ho¨gerdistributiva
lagen om och endast om P a¨r ((1), [0])-transitiv.
Bevis. Om (R, T ) a¨r en kvasikropp s˚a ger 6.17 att P a¨r ([1], [1])-transitivt. Men d˚a a¨r
PD ((1)0, (1)0)-transitivt. Detta ger d˚a att PD a¨r ((1)0, [1]0)-transitivt och ((1)0, [0]0)-
transitivt, fr˚an vilket p˚ast˚aendet i satsen fo¨ljer.
6.5 A¨ndliga kroppar och a¨ndliga desargiska plan
Utrustade med den no¨dva¨ndiga teorin a¨r vi nu redo att formulera en viktig egenskap hos
desargiska plan. Denna egenskap a¨r den ena halvan av fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig pro-
jektiv geometri.
Sats 6.24. L˚at P vara ett a¨ndligt projektivt plan. Om P a¨r desargiskt s˚a a¨r dess plana¨ra
terna¨ra ring (R, T ) linja¨r och ger upphov till en Galoiskropp.
Bevis. Antag att P a¨r ett a¨ndligt desargiskt projektivt plan. Vi ska visa att den plana¨ra
terna¨ra ringen (R, T ) till P a¨r linja¨r och att (R, T ) ger upphov till en Galoiskropp.
Eftersom P a¨r ett projektivt plan inneh˚aller det en fyrsiding enligt lemma 3.14. L˚at
{O,X, Y, I} vara ma¨ngden av ho¨rn i en fyrsiding i P. L˚at R vara en ma¨ngd av symboler
s˚adan att 0 2 R, 1 2 R och 1 /2 R. Allts˚a kan vi nu koordinatisera P med hja¨lp av R
och {O,X, Y, I} enligt diskussionen i bo¨rjan av kapitel 6. Om T a¨r den terna¨ra operatorn
definierad i definition 6.2, s˚a har vi fr˚an sats 6.3 att koordinatiseringsprocessen ger upphov
till en plana¨r terna¨r ring.
Innan vi g˚ar vidare observerar vi att antagandet att P a¨r desargiskt betyder att P a¨r
(P, l)-desargiskt fo¨r alla val av punkter P och linjer l. Men d˚a a¨r P (P, l)-transitivt fo¨r alla
val av punkter P och linjer l enligt sats 4.34. Detta a¨r en viktig observation som vi kommer
att ha¨nvisa till i resten av beviset.
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Vi har nu fr˚an sats 6.13 att (R, T ) a¨r en linja¨r PTR ty P a¨r ((1), [1])-transitiv enligt
observationen ovan. Det a˚terst˚ar s˚aledes att visa att (R, T ) ger upphov till en kropp. Vi
bo¨rjar med att visa att (R, T ) ger upphov till en ring (R,+, ·) med bina¨ra operationer.
L˚at da¨rfo¨r + och · vara den additiva respektive multiplikativa bina¨ra operationen defi-
nierad i kapitel 6.3. Fo¨r att se att (R,+, ·) a¨r en ring beho¨ver vi visa att (R,+, ·) uppfyller
villkoren i definitionen av en ring.
Vi har att multiplikationen a¨r associativ enligt sats 6.20 ty P a¨r ((0), [0])-transitivt
enligt observationen ovan. Enligt sats 6.13 har vi att additionen a¨r associativ, ty P a¨r
((1), [1])-transitiv enligt observationen ovan. Sats 6.15 ger d˚a att (R, T ) uppfyller den
va¨nsterdistributiva lagen ty P a¨r ((0), [1])-transitiv enligt observationen ovan, och sats 6.23
ger att (R, T ) uppfyller den ho¨gerdistributiva lagen, ty P a¨r ((1), [0])-transitiv enligt obser-
vationen ovan. Detta betyder allts˚a att multiplikationen a¨r distributiv o¨ver additionen. Vi
har a¨ven att (R, T ) a¨r en cartesisk grupp som uppfyller den va¨nsterdistributiva lagen, det vill
sa¨ga att (R, T ) a¨r en kvasikropp. Sats 6.19 ger d˚a att (R,+) a¨r en abelsk grupp och da¨rmed
har vi enligt definition 2.8 att (R,+, ·) a¨r en ring.
Vi p˚ast˚ar nu att (R,+, ·) a¨r en skevkropp. Fo¨r att se detta beho¨ver vi visa att (R⇤, ·), da¨r
R⇤ := R \ {0}, bildar en grupp.
Eftersom (R, T ) a¨r en PTR s˚a ger sats 6.9 att (R⇤, ·) a¨r en loop (se definition 6.6). Att
multiplikationen a¨r sluten fo¨ljer d˚a fr˚an villkoren (i) och (ii) i definition 6.6. Vi har tidigare
i detta bevis visat att multiplikationen a¨r associativ. Fr˚an (iii) i definition 6.6 har vi att det
finns ett identitetselement e 2 R⇤ s˚adant att x · e = e · x = x. Slutligen, om vi sa¨tter b = e
i (i) och (ii) i definition 6.6, s˚a har vi att varje element i R⇤ har sitt inversa element i R⇤.
Enligt definitionen av grupper a¨r (R⇤, ·) allts˚a en grupp.
Vi har allts˚a att (R,+, ·) a¨r en ring da¨r (R⇤, ·) bildar en grupp, det vill sa¨ga att (R,+, ·)
a¨r en skevkropp. Vi p˚ast˚ar att (R,+, ·) a¨r en a¨ndlig skevkropp. Fo¨r att se detta observerar
vi att eftersom P enligt antagande a¨r ett a¨ndligt projektivt plan s˚a best˚ar det av ett a¨ndligt
antal linjer och punkter. Da¨rmed best˚ar R av ett a¨ndligt antal element. Fr˚an detta fo¨ljer det
omedelbart att (R,+, ·) a¨r en a¨ndlig skevkropp.
Wedderburns lilla sats ger nu att (R,+, ·) ma˚ste vara en a¨ndlig kropp. D˚a ga¨ller att
(R,+, ·) a¨r av primtalspotensordning enligt sats 2.18 och allts˚a a¨r (R,+, ·) en Galoiskropp
enligt definitionen av Galoiskroppar.
Da¨rmed har vi visat att om P a¨r ett a¨ndligt desargiskt projektivt plan s˚a a¨r dess PTR
linja¨r och ger upphov till en Galoiskropp.
Syftet med detta arbete har varit att bevisa den fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiva
geomtri och vi har nu den teori som beho¨vs fo¨r att go¨ra detta. Innan vi go¨r det vill vi go¨ra
la¨saren uppma¨rksam p˚a att det fr˚an den fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiva geometri
a¨ven fo¨ljer att minikvaternionsystemet, som vi definierade i kapitel 5.3, inte a¨r desargiskt.
Sats (Fundamentala satsen fo¨r a¨ndlig projektiv geometri). L˚at P vara ett a¨ndligt projektivt
plan. D˚a a¨r P desargiskt om och endast om det a¨r ett kroppsplan.
Bevis. L˚at P vara ett a¨ndligt projektivt plan och antag att P desargiskt. Sats 6.24 ger d˚a
att P ger upphov till en Galoiskropp. Detta ger d˚a att P a¨r ett kroppsplan. Omva¨nt, antag
ista¨llet att P a¨r ett kroppsplan. D˚a ger sats 5.10 att P a¨r desargiskt.
Med detta bevis har vi s˚aledes uppn˚att syftet med detta arbete.
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